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O processo semi-analítico em elementos finitos é aqui 
utilizado na análise estática linear de estruturas tridiMensionais 
particulares. ~ dada ênfase à análise de estruturas de pontes, de 
secões transversais arbitrárias e de eixos reto, circular ou ohli-. . 
quo, tendo ou não transversinas intermediárias e coM extremos apoi 
adas. 
As variações, tanto das características dos materiais 
quanto da geometria do sólido, segundo o eixo da estrutura,são co~ 
seguidas representando por séries as variações das oronriedades me 
cànicas dos materiais. 
Além das propriedades dos materiais, também sao re-
presentadas por expansões em séries de FOURIER da coordenada segun 
do o eixo da estrutura, todas as del'lais variáveis dependentes. 
Devido ao desenvolvimento em série das variações das 
propriedades mecànicas, o sistena de equações resultante torna -se 
completamente acoplado e necessita ser resolvido simultaneamente. 
Grunando todos os coeficientes de FOTTRIER e!'1 cada non 
to nodal, consegue-se tornar com características de faixa, a matriz 
de rigidez aconlada da estrutura. 
A solução do sistema e obtida nela !fétodo ne Gauss,em 
blocos. 




In this dissertation it is nresented a nurnerical analvsis 
of tridiPlensional structures, usina the semi-analytical finite eleJT1ent 
nrocess. The analysis is focused on simnle supnorted, curved, skew 
or retangular bridges with arbitrary cross section. The analysis 
allows the consideration of diaphraqms. 
The mechanical properties are expanded into FOPRIER 
series, allowing for variations in the material and aeometric 
characteristics of the structure. 
Besides the mechanical properties, all the other 
dependent variables are also expanded into FOURIER series. 
As a consequence of the series expansion of the 
mechanical properties, the system of eouations becomes fully counled 
and must be solved simultaneously. 
Bv qrouping all FOURIER coefficients tocrether at each 
nodal noint the structural stiffness matrix, that results from the 
counlinrr between the hamonics,can be banded. 
The solution of the svstem of linear ecruations is 
obtained b~• the Gaussian elimination method, eJT1nloyina a 'lilock solver. 
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CAPITULO I 
I N T R O D U Ç Ã O 
vários métodos para a análise de estruturas tridi -
mensionais, e especificamente estruturas laminares, têm sido utiliza 
dos no cálculo de estruturas típicas de pontes. Alguns desses méto-
dos são: método dos elementos finitos cC12J, ~22], [29], ~33]) "folded 
plate method" ( ~2], ~23J, ~24~, ~25]) , método das faixas finitas ( [6], 
[7]) e método dos segmentos finitos ([24: ,[27]). Os tres primeiros 
baseados na teoria da elasticidade e o Último na teoria ordinária 
(Resistência dos Materiais). 
A introdução de diafragmas e/ou apoios intermediá -
rios nesses métodos, exceto o primeiro, tem sido feita anulando os 
deslocamentos absolutos (apoios) ou os relativos (diafragmas) no pl~ 
no da seção considerada, atrav.:s da utilizaçã0 simultânea dos méto -
dos dos deslocamentos ( rigidez ) e das forças (flexibilidade). 
Esse procedimento conduz à simulação de elementos 
transversais infinitamente rígidos em seus próprios planos e sem 
rigidez à torção, isto e, sem restrição a deslocamentos na direção 
normal a esses planos. 
o método dos elementos finitos, com utilização de~ 
lementos tridimensionais, embora sendo o mais versátil, pois perl'lite 
quaisquer condições de contorno e a livre variação da geometria, to~ 
na-se por vêzes indesejável, pois uma boa discretização do sólido 
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envolve muitos graus de liberdade e o fornecimento dos dados e pos-
terior análise dos resultados é bastante trabalhosa. 
o processo apresentado requer apenas uma discreti-
zaçao bi-dimensional e possibilita a inclusão natural de elementos 
transversais, constituidos de material igual ou não ao utilizado no 
restante da estrutura. 
Os elementos finitos que constituem essas transveE 
sinas ou apoios intermediários, sao discretizados como os demais, 
assumindo as propriedades de seus materiais, somente nos trechos se 
gundo a direção z onde existam, na estrutura dada, transversinas e/ 
ou apoios. Isto é conseguido representando por séries de FOURIER as 
propriedades mecânicas dos materiais. 
Do mesmo modo é possivel se representar vazios, re 
giÕes fissuradas e regiões bastante rigidas no interior de um sóli-
do tridimensional. 
O procedimento exposto acima ficará melhor esclare 
cido com a apresentação de alguns exemplos. 
A sequir apresenta-se o processo utilizado, adota~ 
do-se a formulação do método dos deslocamentos e as hipóteses bási-
cas da elasticidade linear. 
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CAPfTULO II 
FORMULAÇÃO 00 PROCESSO UTILIZADO 
t conveniente, sempre que possfvel, construir mode-
los num espaço k-dimensional, gerando-se uma região (k-1) dimensio-
nal ao longo de uma geratriz em Rk. Por exemplo, elementos fini -
tos para um sólido de revolução tridimensional, podem ser gerados g! 
rando um elemento bidimensional, 2rr radianos em torno do eixo de 
revolução. Ou ainda, para um sólido tridimensional no qual, segun-
do uma direção particular, certas propriedades (geometria, propried~ 
des mecânicas do material) nao variam; deslocando um elemento bidi -
mensional nesta direção, em um certo intervalo que define uma dimen-
são do sólido. 
Pontos nodais no espaço (k-1), então sao linhas no-
dais no espaço k-dimensional. E as funções de interpolação assumem 
a forma: 
= ~i(X) + f(s) , (2.1) 
onde X é um ponto no espaço (k-1) e s é o parâmetro gerador. 
Seja (x,y,z) o sistema de coordenadas que descre-
3 ve o espaço euclideano ( lP ). Seja z o parâmetro gerador, isto é, 
a variável que se quer separar do problema tridimensional, sendo 
O< z < a , o intervalo que define uma dimensão do sólido. 
Segundo (2.1), as funções de interpolação que defi-
nem o estado de deslocamento no interior de um elemento podem ser 
escritas sob a forma: 
ju~ D f = V = l { [$ (x,y)] d=l wJ 
4 
dnz 
sen -- + 
a 
Supondo-se que as funções de interpolação$ e i sa 
tisfaçarn as condições de completidade e conformidade no domínio x,y, 
a convergência fica garantida, já gue a série de FOURIER pode repr~ 
sentar qualquer função contínua na região dada. 7' representação de 
toda e qualquer solicitação é feita de modo similar: 
L 
{p} = I 
l=l 
({p (x,y)} lrrz sen -- + a {p(x,y)} 
.I' 'lz cos 
a 
( 2. 3) 
Supondo um campo de deslocamentos no interior de ca 
da elemento, dado por funções de interpolação de forma quadrática, 
aplicando as relações entre deformações e deslocamentos e as hioót~ 
ses básicas da elasticidade linear, a energia de deforJT1ação pode ser 
formulada. Somando as contribuições de todos os elementos e minimi 
zando a energia potencial total, resulta um sistema de equações al-
gébricas lineares simultâneas, 








( t J 
T 
( 2. 4) 
Todas as variáveis dependentes, inclusive Dn ,sao 
expressas na forma de séries de FOURIER, para levar em conta as 
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variações segundo o eixo z. A inteqração à esguerda do sinal de 
igualdade na equaçao (2.4) envolve um nroduto trinlo de 




si.Jnples de duas funr.Ões trigonométricas. ~emos então, um completo 
iãlCOplamento dos harmônicos deslocamento com harl'IÔnicos carqa. 
t necessário neste oonto fazer-se a distinção entre har-
mônicos "deslocamento", "carga" e "material", col'l os suner-!n~ices 
d,l e l'1 respectivamente. A seguir, o sub-!ndice n, relativo a 
um elemento, será omitido por conveniência. 
As propriedades mecânicas do material, em cada eleMento, 
sao representadas por uma série de FOURIER da fo=a 
M 
[ D1'1] mrrz (nJ = l sen 
m=l a 
( 2. e;) 
e a matriz B que relaciona defoIT1ações e deslocamentos nara cada 
elemento oode ser escrita 
D 
(ed] [i3d] [a] = l , 
d=l 
(2.6) 
onde 0 e uma Matriz diagonal de termos trigonométricos. 
como: 








Para cada par de valores (l,d) a integração segun-
do a direção z, implica no cálculo de uma integral de um produto 
triplo de funções seno e/ou cosseno. Como essas integrais nem sem-
pre se anulam, para l 1 d, o sistema de equações torna-se comple-
tamente acoplado (o que será melhor explicado no Capítulo III): 
r 
r 
J iu', 1 
) 
= ( 2. 8) 
J 
onde: 
f Kijl = matriz de rigidez global para o par de harmônicos ~ o 
(i=l , j=d) 
(Uh} = vetor incôgnito dos deslocamentos nodais 
{Fh} = vetor de cargas nodais 
H = número de harmônicos considerados. No caso, H=L=D . 
O vetor de N posições h -{U} contem os coeficien-
tes do h-ésimo harmônico deslocamento (um coeficiente para cada um 
dos N graus de liberdade). Cada vetor {Fh} é definido similar -
mente. As submatrizes [Kij] contêm termos de rigidez que podem 
ser definidos de modo usual (força devido a um deslocamento unitã -
rio), porém, no caso, o deslocamento unitário imposto é o j-ésimo 
coeficiente do harmônico deslocamento apropriado e a força resultan 
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te é o i-ésirno coeficiente do harmônico carga apropriado. Embora 
cada urna das subrnatrizes globais [KijJ tenham características de 
faixa, a matriz formada por estas, que chamaremos de matriz de ri-
gidez acoplada da estrutura, é densa, tornando-se necessária a a -
plicação de urna técnica especial (Capítulo III) para transformá-la 
também numa matriz faixa. 
Para a obtenção da solução do sistema apresentado, 
deve-se truncar a série de FOURIER para deslocamentos em D termos. 
As séries de FOURIER para cargas e propriedades mecânicas do rnateri 
al são independentes. Entretanto, o número de harmônicos "carga" L 
deve ser < D a fim de se obter urna solução do sistema de equações. 
Em geral, corno consequência da variação das propriedades mecânicas 
do material, segundo a direção z, há um acoplamento entre todos 
os harmônicos "deslocamento" e harmônicos "carga". J!! irnplicitamen-
te suposto que o acoplamento fora do campo de D -e insignificante 
devido à rápida convergência da série de FOURIER para deslocamentos. 
Mesmo para problemas com descontinuidades abruptas na direção z,e~ 
ta suposição parecerá ser justificada, e os problemas resolvidos can 
o programa automático tendem a verificar esta conclusão. 
Pode-se facilmente ver que a dimensão da matriz 
de rigidez global cresce com o quadrado do número de harmônicos"des 
locamento" empregado. Corno o número de harmônicos é limitado pela 
capacidade do computador, utilizou-se urna técnica especial para a 
resolução do sistema de equações em blocos. Mesmo assim, devido ao 
grande esforço computacional exigido, limitou-se o número de harmô-
nicos em cincc. 
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l'tentando para este fato, parece claro que cruané!.o um 
problema reouer 111.ais que cinco harmônicos para solução adequada, a a 
nálise por ele111entos tricUnensionais será mais eficiente, devido ro 
número total de qraus de liberdade envolvidos. 
Lembrando ainda que pontos nodais no domínio x,y 
sao linhas nodais em m.3 , a restricão de um deslocamento iMnlica-
rá na restrição ao longo de toda a diMensão a en z , exceto 
por um artifício empregado na análise de estruturas contínuas, crue 
será apresentado mais adiante. 
Na análise de todos os tipos de estruturas apresenta-
dos a sequir, adota-se uma expansao crue resulte nos anoios extre -
mos, deslocamentos nulos no plano (x,y), sem restrinair contudo os 
deslocamentos na direção z 
Estruturas de Eixo Reto 
A Figura 2.1 representa um dos tipos de estrutura 
que se quer analisar. 
X 
1 1 ------------- a------------+ 
z ____ ----+_ 
----Y 




J8 e: -, f l 1 -- - X 
1 
b) SEÇÃO TRANSVERSAL 
FIG. 2.1 - Estrutura de Eixo Reto. Sistema de Eixos Coordenados 
Os deslocamentos no interior de cada elemento 
sao da seguinte forma: 
D 


















1 Yzx J 
\ ) 
As deformações em um sólido tridimensional sao 
l 
= (2.10) 
a /a + u y 
Substituindo as expressoes de (2.9) em (2.10) e 
diferenciando, 






ti o o ax 
1 
o ti o ay 
[B] 
o o ti 
= az 
ti ti o 
(2.12) 
ay ax 
o ti ti az ay 
j ti o ti az ax 
L 
ou ainda, 
í ª"'i 7 
ax o o 
o ª"'1 o ãy""" 
D 
(Bi] = I [ed J o o _41 dn 
d=l ia (2.13) 
ª"'i ª'1 
ay ax o 
o <t> dn ª"'1 1 a ay 





l drrz sen --a 




dllz (2.14) sen --a 
cos dnz o a 
cos dllz 
' 1 a 
1 
J L 
ficando a matriz de rigidez do elemento, 
L D 
[Iífv 
M T T 
(k} = l l l [ Ii.t J [el] X 
l=l d=l m=l 
(2.15) 
X sen mrrz a [nm] [ed] [Iid] dxdydz J 
Supondo-se um comportamento elástico, a relação en -
tre tensões e deformações será linear e da forma: 









[o] Ez z = ( 2 .16) 









' Tzx 1 Yzx j l 
1 3 
exclu!das aqui as tensões e deformações iniciais, e onde [oJ 
matriz de elasticidade. 
-e a 
Para materiais ortotrópicos, a matriz de elasticida 
de para um determinado harmónico "material" fica, 
= 
r-
1 V m 
(_!.)m (- ~ ) 
Ex E y 
(-
















(- ~) E z 




(G 1 ) m [ 
zx ' 
.J 
e para o caso particular ao qual pertencem os materiais "estratifi-
cados" ou transversalmente isotrópicos, tem-se: 
1 - plano de estratificação paralelo a xy , 
e 




v1 m v 2 m -1 (--) (- -) 
El El E2 
v1 m (....!..) 
m v 2 m (--) (- -) o 







(- -) (--) 
Com] 













2 - Plano de estratificação paralelo a zx , 
E = 
X 
E z = El e E y = E2 
vxy = vzx = vl e vxy = vyx = vzy = vyz = v2 
r (....!..) m v2 m v1 m l-1 (- -) (- -) 
: El E2 El 
' 
v 2 m (....!..) 
m v2 m i (- -) (- -) o 
E2 E2 E2 
[om} v1 m v 2 m ...!.., 
m = (- (- ( -) -) (2.19) 








e...!..) m j G2 
Gl 
1 5 
Como o material em cada elemento terá apenas um plano 
de estratificação, por conveniência, [nm] pode ser escrita: 
1 d~l m m l dl2 dl3 ' 
1 
m m m 
1 d21 d22 d23 o 
1 m m m 
[nmJ 
d31 d32 d33 (2.20) = 
m 
d44 
o m d55 
m 
d66 
e, visando a programaçao automática, combinaremos as integrais se -
gundo a direção z que aparecem em (2.15), com os coeficientes da 




lrrz rnrrz sen . sen a a 
drrz • sen dz 
a 
para i < 5 e j < 5 
e , 
M fª lrrz mrrz drrz e l rn . dz = dij cos sen -- . cos --ij m=l lo a a a 
(2.21) 
para i > 4 e j > 4 
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A matriz de rigidez do elemento fica então: 
L D 
= l l 
l=l d=l 
dxdy] (2.22) 
Similarmente, o carregamento é desenvolvido em série 
de FOURIER, e um termo que corresponde às componentes nas direções 
- dado X e y e por: 
l 
{p} lnz (p} = sen (2.23) a 
As contribuições devidas às cargas distribuídas, con-
centradas e deformações iniciais, sao avaliadas como os termos de 
carga. Por exemplo, cargas sobre uma linha nodal são expressas di-
retamente como forças nodais reduzidas ao plano do elemento: 
( ( ) 
1 
1 -l 
J F~i / ' Fxi 
l 'ª lnz ~ -l lnz dz < -l a {Fi} = 1 sen -- Fyi sen = F 2 Jo a a ' yi 
' 
1 -.e. , F.e. 1 
l zi J . Fzi l 
.... (2.24) 
onde e sao os coeficientes da série (intensidade 
de carga por unidade de comprimento). 





será dado por: 
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1 - carregamento linearmente distribuido . ' 
y 
\ 
2 = -a 
I 









tnz1 (z1 cos -a- - + 
a trrz 2 trrz1 ] + rrr (sen -ª- - sen -ª- ) + 
p 2-p1 trrz1 (p - -=------= ) (cos -a - -1 z -z 2 1 
lrrz2 - cos -- ) } (2.2! a 
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p sen lrrc a (2. 26) 
Deformações iniciais devidas a uma expansão têrmica i 





onde y é o coeficiente de dilatação térmica e âl a variação de 
temperatura em cada nó. E as forças nodais equivalentes por: 
(2.28) 
A solução do problema é assim reduzida a uma série de 
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soluções bidimensionais. Procede-se então como se os elementos fos 
sem planos. Os deslocamentos são calculados e conséqúentemente sao 
determinadas as tensões em cada seção analisada, 
" {a} = 
<i. 29) 
onde o sub-!ndice s refer~-se à seçao analisada. 
Estruturas de Eixo Circular: / 
O presente caso é o da análise de um segmento sólido 
' 
de revolução. A Figura 2.2 ilustra a idealização de.uma estrutura 
t!pica e define o sistema de coordenadas cil!ndricas. 
O tratamento a ser dado é idêntico ao anterior (estr.!:!_ 
turas de eixo reto), sendo agora o parâmetro gerador, 0 
_ _ - hrr0 
O ~ 0 ~ a , a expansao e feita, entao, em termos de . a , 
Sendo 
onde 
h se refere aos harmônicos "carga", "material" ou "deslocamento". 











R b) SEÇ~O TRANSVERSAL 







Estruturas de Eixo Obliquo : 
Trataremos agora da análise de estruturas do tipo a-
presentado na Figura 2.3 são definidos também, nesta figura,dois 
sistemas de eixos: um carteziano (X,Y,Z) , o outro (x,y,z) com o ei 
xo z obliquo em relação a x. 
, 
o 
---- -1~- ---- --- -+---· --· --,.\ Y.Y 
z 




\[ Jf :X:. cos/J 
b) SEÇÃO TRANSVERSAL 0-0 




Torna-se então necessário, para a solução do problema, 
seguindo-se a apresentação dos casos anteriores, uma mudança de ba-
se, ou melhor, do sistema coordenado. 
Sejam (X,Y,Z) os eixos coordenados definidos pelos·v~ 
tores de base l, j•,;'K', e ·cx,y,z) por !, j, k. Seja a apli-
caçao linear tal que: 
i r 1 
j = [T] li (2.30) K .... k 
e sendo as coordenadas de um vetor unicamente determinadas pelo sis 
tema coordenado,(formado pelos vetores de base), as novas coordena-
das podem ser escritas em função das c_artezianas sob a forma: 
X X 





1 - o -sen B 
-1 
Er J - o 1 o (2.32) 
o o cos B 
e então I 
' 
X = X + ztg B 
y = y (2.33) 




Os deslocamentos no interior de cada elemento eram da 
dos por (2.9) e as deformações em um sólido tridimensional são da -
das por (2.10). 
Como, 
X= x(X,Z) 
y = y(Y) (2.34) 
z = z(X,Z) 
tem-se , 
au au ax 
+ au az au ax = ax = ãx ax az ax 
au au 
aY =' ay, (2.35) 
au au ax + au az au tg B + au B ã'z = ã'z = sec ax az ílZ ax az 
e expressoes análogas para v e w. 
' 
Substituindo-se as diferenciais dadas por (2.35) em 









drrz sen a 
drrz ,sen a: 
o 


























a 4> i 
ax 
o 
4> 1 dn seca-a-






























podendo-se então escrever a matriz de rigidez do elemento, na segui~ 
te forma: 
L D 
= l l 
t=l d=l 
T T 
red l [Bd] + ( [i3l] [ãl] [omJ . sen mnz X ) + a 
+ ((Bl]T [el]T [om] mnz sen - a X [edJ [Bd] + 
+ ( (E!] T [et] T [om] sen !!!!!.!. 
a 
x CedJ [BdJ ) } dXdydz 
..... (2.41) 
ou, seguindo procedimento idêntico ao caso de estruturas de eixo re 
to, expressoes (2.21), 
(k] 
L D 
[Bl] T [c:/] T [C1] [ªd] [Bd] > + = l l ff { ( 
l=l d=l A 
+ ( [Bl] T [el]T [c2] [edJ [Bd] ) + 
+ ( [Bl]T rnl]T [c3] -[-ed] [i3d J ) + 







J: sen .tnz • sen mnz . sen dnz • dz a a a 
M J: sen .tnz mnz drrz l m . . dZ c2ij = dij -- sen cos -- . 
m=l a a a 





.tnz mnz dnz . dZ c4ij = dij . sen -- . cos --
m=l 
a a a 
• 
para i<S e j<S 
e , 
i<S 
clij= c4ij , para 
j<S • 
i<S 




c3ij = c2ij , para j<S 
i<S 








O desenvolvimento restante, até o cálculo das tensões, 
é idêntico ao apresentado para estruturas de eixos reto e circular, 
porém adaptado ao novo sistema coordenado. 
Estruturas Contfnuas 
Procurou-se estender o processo apresentado neste ca-
pftulo à análise de estruturas com apoios intermediários e extremi-
dades simplesmente apoiadas, numa tentativa de se resolver problemas 
deste tipo, utilizando as mesmas funções para deslocamentos adota-
das nos casos anteriores. 
Aqui, os apoios intermediários sao discretos, isto é, 
também representados por elementos finitos e localizados em um re -
gião qualquer entre os apoios extremos (simulados por diafragmas in 
deslocáveis em seus próprios planos). Esses apoios, tais como as 
transversinas intermediárias, são discretizados no plano xy , ten-
do agora, os elementos que os constituem, alguns graus de liberdade 
restritos. Porém, neste caso, essas restrições que simulam as con-
dições de apoio não se prolongam por toda a linha nodal, limitando-
se apenas aos intervalos segundo a direção z (eixo da estrutura) 
onde existam esses apoios. ·Assim, somente nesses intervalos, os e-
lementos que constituem os apoios assumem as propriedades mecânicas 
de seus materiais, representadas por expansões em séries de FOURIER, 










Ex= Ez • Exl0-3 ---~ 
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FIG. 2. 4 - Estrutura contínua_ Idealização em elementos finitos 
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A Figura 2.4 ilustra o presente caso, para uma viga 
caixão continua, com dois vãos e uma transversina sobre o apoio ce~ 
tral. Nesta figura o elemento que constitui a transversina é assi-
nalado com (T) e o que constitui o apoio intermediário com (A) . 
Esse tipo de solução é análoga à solução de vigas com 
extremidades apoiadas e sobre base elástica, ou melhor, sobre apo! 
os elásticos. Se a rigidez desses apoios cresce, tendem a se com -
portar como apoios indeslocáveis. Entretanto para a convergência se 
efetuar (principalmente das tensões em regiões sobre um apoio inte~ 
mediário) são necessários mais de cinco harmônicos "deslocamento" ou 
"carga", mesmo para carregamentos distribuidos. 
Cremos que o procedimento necessário a esta solução a 
proximada, aliada à necessidade de se tomar muitos termos das séries 
e a técnica empregada na montagem e solução do sistema de equaçoes 
(Cap. III), torna o processo utilizado inviável para a análise de es 





MINIMIZAÇÃO DA LARGURA DE FAIXA DA iiATRIZ DE RIGIDEZ 
ACOPLADA DA ESTRUTURA 
Ultimamente, urna interessante subclasse de análise por 
elementos finitos de problemas tridimensionais tem sido feita usando 
expansoes em série de FOURIER das variáveis do problema, como foi 
sugerido inicialmente (~O]). Esta técnica é especialmente indicada 
à sólidos tridimensionais que,em urna determinada direção, certas pr2 
priedades (geometria, propriedades mecânicas dos materiais) não var! 
am ( [2], [6], [13j, [2s], [30)). Devido à condição de ortogonalidade, 
o conjunto de equações pode ser desacoplado e resolvido para cada h~ 
mônico separadamente. Assim ficam a serem resolvidos H problemas 
bidimensionais, onde H é o número de termos tomados da série de 
FOURIER. Tal procedimento pode ser facilmente implementado, e é bas 
tante eficiente em termos de computação (memória utilizada, tempo de 1 
processamento), do que a análise por elementos tridimensionais. 
Uma subclasse consideravelmente mais geral de proble -
mas incluiria a variação das propriedades dos materiais ao longo de 
urna determinada direção, tal como acontece-na análise de tensões tér 
micas, recentemente estudada por meio deste processo([B]). Infeliz-
mente, a condição de ortogonalidade não é aplicada ao conjunto de e-
quações e o sistema de equações torna-se completamente acoplado(la]). 
Isto implica na resolução simultânea de um conjunto de· NxH equações, 
32 
onde N é o .número de graus de liberdade envolvidos. 
O objetivo deste cap!tulo é examinar a forma da matriz 
de rigidez da estrutura que resulta do acoplamento entre os harmôni-
cos. Será mostrado que esta matriz pode assumir caracter!sticas de 
faixa ( (g]). As relações entre os procedimentos para análises acopl.!!_ 
da e desacoplada não são enfatizadas. Porém, os dois métodos de anã 
lise devem ser tratados diferentemente, a fim de se obter a formula-
ção mais eficiente. 
Em geral o método dos deslocamentos pode ser formulado 
como: \ 
[K] {U} = {F} (3 .1) 
Representando as variáveis dependentes, por expansoes 
em séries de FOURIER, da coordenada z, a equação (3.1) pode ser 
escrita da seguinte forma: 
[Kll] [ Kl2] ....... [KlHJ {Ul} {Fl} 
(K12J T [ K22J {U2} {F2} 
{Uh} = {Fh} ( 3. 2) 
l lH)T f HHJ K • • • • • • • • L K 
onde, a simbologia adotada é a esclarecida para a equaçao (2.8). Co 
mo foi previamente mencionado, se a geometria do sólido e as propr! 




[Kld] = [o] , para .e. t- d , (3.3) 




(K22J {U2} {F2} 
' 
= (3. 4) 
o 
[KHHJ {UH} {FH} 
e o problema é reduzido à solução de H conjuntos de equaçoes da fcr 
ma : 
= ( 3. 5) 
Nota-se que as incógnitas foram ordenadas de maneira que facilitasse 
a visualização do desacoplarnento, isto é, para o sistema desacoplado 
esta é a ordenação mais lógica. 
b i li'<.e.dJ 1m d As su matr zes t , gera ente sao a forma mos-














• • •. • • • • •. K2 (W-+2) 
........ 
para 1 i-j 1 > w 
onde W é a largura de faixa. 
o 
. ...... . 
(3.6) 
o tempo de solução tende a ser proporcional a mv2 , 
para matrizes em forma de faixa, sendo R a ordem da matriz. Para 
uma matriz densa proporcional a R3 • Se W << R, o esforço comp~ 
tacional decresce bastante, com a utilização dos vários métodos pa-
ra a solução de sistemas que envolvem matrizes em faixa ([4], [26], 
[31]). Este procedimento é de aplicação imediata ao sistema de e-
quações desacoplado, equação (3.5). 
No capítulo anterior, mostrou-se que, quando as pro -
priedades do material variam segundo a direção z , há um completo 
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acoplamento entre os harmônicos. Neste caso_, a ordenação das incó.5r 
nitas apresentada na equação (3.2) torna-se indesejável. o número 
de equações do sistema é eleva~o, e a matriz [K] é densa. Embora 
cada submatriz [~d] tenha caracter{sticas de faixa, o sistema aco-
plado deve ser resolvido como se a matriz fosse densa. 
Os deslocamentos na equaçao (3.2) eram ordenados da 
seguinte forma: 
{U} l Luf, 1 ulj luf, 2 u2 ... J = u2, ... , u2, •.• , N n 
Lu~, ••• , u~ ••• J ... L- •• ~ JT (3.7) 
onde N é o número de graus de liberdade e H é o número de harI"IÔ 
nicas considerados. Agora, reordenando-se o vetor deslocamento na 
ferina, 
{U} = 3 ul, ... , H u2, .•• , h un, ... , J
T 
u: 
( 3. 8) 
resulta um rearranjamento de linhas e colunas da matriz [KJ , de tal 
forma que esta adquire caracter{stica de faixa, com largura igual a 
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MATRIZ DE RIGIDEZ DA ESTRUTURA COM CARACTER1STICA 
DE FAIXA 
Se WH << R, pode-se ainda desfrutar de algumas van-
tagens na resolução do sistema de equações. Outros procedimentos 
poderiam ter sido utilizados, como a técnica empregada para matri -
zes esparsas. Esta técnica é recomendável no caso de sistemas desa 
coplados ( [13]) , mas no, caso presente complicaria bastante a 
montagem da matriz de rigidez da estrutura. Já que forçosamente o 
sistema deveria ser resolvido em blocos (Ver Capítulo V), não com -
pensaria um esforço nesse sentido. 
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CAPfTULO IV 
ELEMENTO FINITO UTILIZADO 
Como a discretização por elementos finitos é feita em 
um domínio x,y , e todas as integrações na direção z necessárias 
à avaliação das propriedades do elemento foram realizadas, torna-se 
evidente a utilização de um elemento bidimensional. 
Um grande número de problemas que podem ser atacados 
pelo processo exposto possuem contornos bastante irregulares e ele-
mentos simples corno triângulos e/ou retângulos conseguem urna razoá-
vel aproximação do contorno dado. Urna melhor aproximação de conter 
nos irregulares é obtida com a utilização de elementos isoparamétri 
cos curvos. Adotaremos então um elemento isoparamétrico quadrilát~ 
ro quadrático ( [13], [22], [33] ) . 
A construção de elementos isoparamétricos é baseado ra 
idéi'a de se ajustar contornos polinomiais sobre pontos especifica -
dos no contorno (pontos nodais), utilizando as mesmas funções de in 
terpolação que definem os deslocamentos no interior do elemento, a-
través dos deslocamentos nodais. 
A Figura 4.1 mostra um elemento isoparamétrico qua -
drilátero quadrático e define dois sistemas de coordenadas: um car-
teziano x,y e outro curvilíneo ~,n • 
38 
/ 
y 6 1 lado 1 nós 3,6,1 
3 
fel 
lado 2 nós 2,5,1 
lado 3· nós 4,7,2 
8 lado 4 nós 4,8,7 
4 7 2 
Figura 4.1 
A transformação de ç e n no sistema de coordenadas 
x,y tem a seguinte relação: 
X = X(5,n) 
y = y(ç,n) (4.1) 
Uma aproximação da transformação de coordenadas dada 
por (4.1) pode ser escrita 
Nn 
x = l ~i (~,n) xi 
i=l 
, 
onde e sao coordenadas locais 
(4.2) 
x,y do nó i e 
são funções de interpolação da família "Serendipity", para o elemen 
to quadrático, 
= , para i=l,2,3 e 4 
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4> i = 
l (1 - F;2) (1 + no) 2 , para i=6 e 7 
(4.3) 
4> i 
l (1 + E;º) (1 - n2) = 2 , para i=S e 8 
onde, 
F; = F; i;_ e no = nni o l. 
Nn 
e para as quais I 4>i(f;,n) = 1 
i=l 
satisfazemdo então o critério de 
"deformação constante". 
Pela definição de elementos isoparamétricos, os deslo 
camentos e a geometria são definidos pelas mesmas funções de inter-
polação. Assim, as funções deslocamento serão dadas por: 
Nn 
u = I 4> f(F: , n) u. 
i=l l. 
Nn 
( 4. 4) 




e vi sao deslocamentos nodais nas direções X e y 
As funções de interpolação empregadas satisfazem os 
critérios de convergência e a compatibilidade de deslocamentos é as 
segurada, pois a geometria do elementos depende apenas das coordena 
das dos pontos nodais. 
Necessita-se agora das derivadas de 4>i em relação 
às coordenadas x e y, para a obtenção das propriedades do elemen-
to, por exemplo, da matriz de rigidez , 
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III [B]T (o] [B] dv ( 4. 5) 
V 
Como e!> i é definida em termos de ~,n , suas deriva 
das em relação a x,y serão dadas por: 
a$ i a$ i 
ax ª~-






é a matriz Jacobiana. (4.7) 
Tendo sido feitas as integrações na direção z , res-
tam as integrações sobre a área do elemento, e para isto, uma área 
elementar 
dxdy = det [J] d~dn ( 4. 8) 
Estas integrações serao feitas numericamente. Sahe-
_mos que o número de pontos de integração, pelo Método de GAUSS ne-
cessários para a integração exata,no caso do elemento utilizado é 
igual a dois (n=2). Logo, o número de pontos nos quais deve-se dar 
- - e- n 2 o valor da funçao, para a integraçao em x,y Este mínimo 
' 
de pontos de integração necessários para a convergência nao foram 
41 
porem suficientes, no processo desenvolvido, para a obtenção de bons 





Passaremos agora à formulação das cargas consistentes. 
As forças de massa {Pl • \:} são reduridas a fo,;ças 
- ff 
T 
[cp] {P} dxdy (4.9) 
A 
Para as cargas de superfície, as forças nodais consis 
tentes sao definidas por: 
[ T ] e [<PJ [4>] o {F} = f O [4>]T[<I>] {p}/ds (4.10) s 
onde, {p} = 1 px i l py, e px, PY sao intensidades por unidade de comprimento em cada nó. 
Nota-se que a distribuição do carregamento no contor-
no do:elemento (em x,y) varia de maneira idêntica aos deslocamen-
tos no elemento, pois [<P] em (4.10) contêm as mesmas funções de 
interpolação dadas por (4.3). 
Na integral de linha em (4.10), 
ds = 
e em função de (3.1) 




na direção n , ds = (4.11) 




{T} ( 4 .12) 
onde [4,•J , para ser consistente com as deformações, contém fun-
çoes um grau abaixo das dadas por (4.3). 
4>' 
i 
= 1 4 (4.13) 
Logo, as temperaturas devem ser especificadas nos nós 1, 2, 3 e 4, 
e 





Com respeito ao programa, cuja listagem se encontra em 
anexo, quase nada foi acrescentado em relação aos apresentados ante-
riormente, na COPPE, para análise de estruturas pelo método dos ele-
mentes finitos ( [13] , [26] ) Ressaltam-se apenas, a montagem da 
matriz de rigidez acoplada da estrutura e a solução do sistema de e-
quaçoes. 
Ficou bastante evidente no Capítulo III, a necessidade 
de se rearranjar os elementos da matriz de rigidez da estrutura, de 
tal modo que esta adquirisse características de matriz faixa. Para 
melhor eficiência do programa, a matriz de rigidez da estrutura ( já 
com a largura de faixa minimizada e ordenada em forma de vetor), te-
ria que ser montada a partir das matrizes de rigidez dos elementos , 
correspondentes a cada par de harmônicos. Isto é, a montagem inter-
mediária de cada submatriz global de rigidez teria que ser afastada, 
fazendo-se a montagem simultânea dessas submatrizes (com as contribu 
ições de cada elemento sendo somadas),com seus coeficientes já em p~ 
sição definitiva na matriz de rigidez da estrutura, estando essa Úl-
tima, na forma final requerida. vê-se pela equação (3.2) que, 
e logo, foi feita a montagem simultânea, gerando-se apenas as subma-
, j > i 
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Este procedimento, aliado à necessidade da montagem em 
blocos (por razoes que veremos mais adiante), constituiram o maior 
esforço computacional do programa apresentado. 
Como vimos, a largura de faixa da matriz de rigidez da 
estrutura, resultante do acoplamento entre os harmônicos, é propor -
cional ao número de harmônicos utilizados na análise, isto é, igual 
a WH, onde H é o número de harriônicos e W a largura de faixa 
de cada submatriz de rigidez. WH implica geralmente em uma largura 
de faixa excessiva, havendo assim necessidade do sistema de equações 
ser resolvido em blocos. Optou-se pelo método de GAUSS, para are-
solução do sistema, por ter fornecido melhores resultados. Contudo, 
em função das limitações do computador. usado (IBM/360 mod. 40, com 
170 K de memória) e da largura de faixa exagerada, os blocos tomam 
geralmente uma forma na qual, WH >> número de linhas do hloco,o que 
não constitui uma forma conveniente e usual ( [26] ) . Este proble-
ma foi contornado, adaptando-se ao presente caso, subrotinas existen 
tes na COPPE e elaboradas para este fim ( [14]) • 
O programa foi desenvolvido em FORTRAN IV, G, e 




apresentado na Figura 5.1 
dada a seguir. 




leitura e impressão de dados. 
cálculo das integrais dos produtos triplos de funções tri 
gonométricas. 






















mazenarnento compatível com o procedimento de minimização 
da largura de faixa da matriz ~e rigidez da estrutura. 
cálculo do vetor de carga consistente devido a forças de 
superflcie. 
cálculo do vetor de carga consistente devido à variação 
de temperatura. 
cálculo do vetor de carga consistente devido a forças de 
massa. 
montagem da matriz de rigidez da estrutura, segundo o 
que foi exposto no inicio deste capítulo. Modificação 
das condições de contorno, utilizando-se a técnica da in 
trodução de um e zeros ou a do número grande. 
formação das matrizes de rigidez dos elementos para cada 
par de harmônicos "carga", "deslocamento", .utilizando-se 
integração numérica de GAUSS. 
triangularização de cada bloco, montado pela subrotina 
MOTAR sob a forma de vetor, modificando os coeficientes 
de todos os blocos posteriores influenciados pelo bloco 
considerado, utilizando para isto, memória auxiliar. 
resolução do sistema de equações a partir da matriz tri 
angularizada por TRIGA. 
volta à ordenação natural dos deslocamentos generalizados. 
Desenvolvimento, em cada seção analisada, dos deslocarne~ 
tos parciais e acumulados. Cálculo das tensões médias a 
cumuladas em cada nó, isolando-se aquelas proveninetes de 
um elemento que constitua, por exemplo, uma transversina, 
e finalmente impressão dos resultados. 
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A pena paga pelo uso intenso de equipamento periférico 
na solução do sistema de equações é atenuada pelo fato da largura de 
faixa se tornar praticamente ilimitada, para os problemas usuais. 
Contudo, é sempre conveniente se fazer uma otimização da numeração 
dos pontos nodais de uma dada malha. 
A seguir apresenta-se um manual de entrada das variá -
veis do programa. 
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MANUAL DE ENTRADA 
N9 de N<;> de Variáveis Formato 
orden cartões 
1 1 NPROB IS 
2 1 NP,NE,NHD,NHC,NHM,NSEC,NTIP,NMAT, llIS NDP,ISM,ISC 
3 1 COMP,(ZZ(I),I=l,NSEC) 8Fl0.2 
4 1 BETA Fl0.2 
5 1 TITULO 80H 
6 NMAT El(N) ,E2(N),XNI(N) ,PESO(l,N), 6Fl0.2 PESO(2,N),ALFA(N) 
7 NP+3 X(I),Y(I) 8Fl0.2 -4-
8 NE (NEL(I,J),J=l,13) 13I5 
9 NDP NNR(K) ,NTC(K),REC(K,l),REC(K,2), 2110,3Fl0.3 REC (K,3) 
=L(I.J)+3 
10 4 (POS(I,J),J=l,NPART) 8Fl0.0 p/ elem. I 
lJ = 9 ou 10 
11 NF.L(I.9)+3 
4 (RIGT1(I,J),RIGT2(I,J) ,J=l,NDS) 8Fl0.0 
ln/ elem. I 
INEL (LT, 12) 
12 p/ elem. LT LOAD,LADO,ZA,(P(I),I=l,6) 2I5,7Fl0.2 
ir-arreaado 




N9 de N9 de Variáveis Formato 
ordem cartões 
14 1 NTEM IS 
15 NTEM ( (I,P (J)) ,J=l,4) 4(Il0,Fl0.3) 
SIGNIFICADO DAS VARIÁVEIS E COMENTÁRIOS 
1 - NPROB - número de problemas a resolver 
2 -
Informações gerais sobre a estrutura a ser analisada 
NP - número de pontos nodais 
NE - número de elementos 
NHD - número de harmônicos "deslocamento" 
NHC - numero de harmônicos ºcarga" 
NHM - numero de harmônicos "material" 
NSEC - número de seções a analisar_ 
NTIP - número do tipo da estrutura 
1 - eixo reto 
2 - eixo circular 
3 - eixo obliquo 
NMAT - número de materiais com propriedades mecânicas distintas 
NDP - número de nós com deslocamentos prescritos 
ISM - Índice relativo à simetria de propriedades do material 
O - simetria em relação a z=a/2 
1 - assimetria 
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Observação: A função que traduz a variação das propriedades me-
cânicas do material no interior de um elemento e na 
direção z, pode ou não ser simétrica em relação a 
um eixo paralelo a y e passando por z=a/2. No 
caso de simetria são tomados na análise apenas os 
harmônicos "material" Impares; em caso contrário,p!:!_ 
res e ímpares. 
ISC - Índice relativo à simetria do carregamento 
O - simetria em relação a z=a/2 
1 - assimetria 
Observação - o mesmo comentário feito para ISM, sendo agora, 
para as funções que representam as variações do 
carregamento sobre os elementos ou nós. 
3 - COMP - dimensão do sólido 
eixos reto e obliquo - dimensão a na direção z (Figs,2.1 
e 2. 3) 
eixo circular - ângulo a na direção 0 (Fig. 2.2) 
ZZ(I) - coordenadas z (eixos reto e obliquo) ou 0 (eixo circu-
lar) das seções a analisar. 
4 - BETA - ângulo de esconsidade nas estruturas de eixo obliquo (Fig. 
2.3) 
observação - Este dado é fornecido somente quando NTIP = 3 
5 - título a ser dado (colunas 1 a 80) 
6 - Propriedades do material 
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N - indice do tipo de material 
El(N) - módulo de elasticidade 
El =Ex= Ey , plano estratificado paralelo a xy 
El =Ex= Ez plano estratificado paralelo a zx 
E2(N) - módulo de elasticidade 
E2 = Ez , plano estratificado paralelo a xy 
E2 = Ey, plano estratificado paralelo a zx 
XNI(N) - coeficiente de Poisson 
PESO(l,N),PES0(2,N) - peso específico do material nas direções 
X e Y 
ALFA(N) - coeficiente de dilatação térmica 
7 - Coordenadas dos nós 
X(I),Y(I) - coordenadas cartesianas dos nos no plano da seçao 
transversal (perpendicular a z ou 0) 
8 - Incidências e particularidades dos elementos 
I - número do elemento 
NEL(I,J),J=l,8 - incidências dos elementos segundo Fig. 4.1 
NEL(I,9) - número de trechos em um elemento e segundo a direção 
z , com propriedades mecânicas do material distintas 
das fornecidas inicialmente. 
NEL(I,10) - número de transversinas ou apoios intermediários, 
dos quais este elemento é parte integrante 
NEL(I,11) - número do tipo de material que constitui o elemento 
NEL(I,12) - número de cargas distintas no elemênto 
NEL(I,13) - Índice relativo ao plano de estratificação do mate-
rial 
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= O , plano estratificado paralelo a xy 
= 1 , plano estratificado paralelo a zx 
9 - Deslocamentos prescritos 
K - Índice que relaciona os nos que possuem algum deslocamento 
prescrito 
NNR(K) - número do nó com deslocamento prescrito 
NTC(K) - tipo de prescrição = O , livre = 1 , prescrito 
111 - direções x,y,z prescritas 
exs: 101 - direções x,z prescritas 
10 - direção y prescrita 
REC(K,J) ,J=l,3 - recalques de apoio nas direções x,y,z respect! 
vamente 
10- discretização na direção z dos elementos com particularidades 
I - Indice relativo ao elemento 
NPART - igual a NEL(I,9)*2 ou NEL(I,10)*2 
POS(I,J),J=l,NPART - coordenadas z (ou 0) dos planos médios x 1y 1 
(das transversinas ou apoios intermediários 
ou trechos com propriedades do material dis 
tintas das fornecidas para o elemento) e 
dimensão segundo z (ou 0), fornecidas aos 
pares e em sequência. 
11- alterações segundo a direção z (ou 0) das propriedades mecânicas 
do material 
I - Indice relativo ao elemento 
NDS - igual a NEL(I,9) 
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RIGTl(i,J),RIGT2(I,J) ,J=l,NDS - constantes que multiplicam El(N) 
e E2(N) respectivamente, modifi-
cando as propriedades nos trechos 
correspondentes. 
ex: trecho rígido 
EEl = El(N)*RIGTl(I,J) 





Dados relativos ao carregamento. 
12- LOAD - tipo de carga 
1 - carga uniformemente distribuída sobre um nó em toda 
a extensão do elemento 
2 - carga linearmente distribuída sobre um no ern um cer 
to intervalo segundo z (ou 0) 
3 - carga uniformemente distribuída sobre um lado do e-
lemento e ern toda a extensão deste 
4 - carga linearmente distribuída sobre um lado do ele-
mento e em um certo intervalo segundo z (ou 0) 
5 - carga concentrada 
6 - peso próprio 
7 tensões devido a variação de temperatura 
LADO - lado carregado do elemento (Fig. 4.1) 
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ZA - coordenada z (ou 0) do in!cio do carregamento distribu!do 
ou da posição da carga concentrada 
P(I),I=l,6 - ordenadas do carregamento nas direções x,y so-
bre o lado do elemento, para a coordenada ZA 
13- ZB - coordenada z (ou 0) do final do carregamento, fornecida so 
mente se LOAD = 2,4 
P(I),I=7,12 - ordenadas do carregamento nas direções x,y so -
bre o lado do elemento, para a coordenada ZB. 
Dados relativos à variação de temperatura 
14- NTEM - número de elementos para os quais os nós 1,2,3 e 4 (Fig. 
4.1) sofrem uma variação de temperatura 
15- I - nó para o qual é fornecida a variação de temperatura (nume-
ração externa) 
P(J) - variação de temperatura 
Observação - I e P(J) são fornecidos segundo a Fig. 4.1 para 
as incidências 1,2,3 e 4 
55 
CAP!TULO VI 
~.PLICAÇÃO A ALGUNS EXEMPLOS E ANÃLISE DOS RESULTADOS 
A aplicação do processo utilizado neste trabalho aos 
exemplos apresentados neste capítulo foi feita por meio de um pro -
grama automático.elaborado com base na formulação exposta nos capí-
tulos anteriores. 
Procurou-se apresentar apenas exemplos de estruturas 
tlpicas de pontes, o que embora não reflita todas as possibilidades 
do processo e elemento finito utilizados, justificam o objetivo prin 
cipal deste trabalho. 
Os resultados sao comparados com os obtidos por meio 
de outros métodos e sempre que poss!vel com os fornecidos por ensai 
os de modelos reduzidos, ou mesmo, no caso do primeiro exemplo, por 
ensaio de um protótipo. 
A necessidade do confronto com dados experimentais e 
evidente, dada a inexistência de soluções analíticas exatas. 
l - ESTRUTURA MONOCELULAR DE EIXO RETO COM CINCO TRANSVERSINAS IN -
TERMEDIÃRIAS - COMPARAÇÃO COM ENSAIOS "DE UM PROTÕTIPO 
A Figura 6.3.a apresenta o modelo em elementos fini-
tos e a seçao transversal de um trecho em concreto protendido, com 
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26.82 m de vao simplesmente apoiado sobre balanços dos vaos vizinhos, 
do Elevado sobre o Canal do Rio Comprido (GB). 
Este foi um dos três vãos submetidos a provas de carga, 
nas quais o Programa de Engenharia Civil da COPPE/UFRJ realizou a ins 
trumentação para ensaio, colheu e apresentou os dados relativos as de 
formações e deslocamentos. 
Os resultados apresentados sao correspondentes ao carre 
gamento máximo de ensaio (tabuleiro todo carregado), Figura 6.2, e 
ao carregamento que forneceu a máxima solicitação de flexo-torção 
(meio tabuleiro carregado), já em fase de descarregamento do protóti-
po. As fissuras formadas durante o ensaio até o carregamento máximo 
definiram uma região, Figura 6.1, que foi levada em conta nesta aná-
lise de uma forma que veremos adiante. 
A Figura 6.3.b mostra as distribuições transversais de 
tensões longitudinais,, para os dois carregamentos, no bordo superior 
de uma seção situada a l,Sm do meio do vão. Para o ensaio do protót! 
po foram colocados junto aos bordos superiores de duas seçoes equidis 
tantes l,Sm do meio do vão (Figura 6.2), extensômetros "tipo CARLSON", 
' com os quais obtiveram-se as deformações longitudinais, e através des 
tas, as tensões para um módulo de elasticidade E =370.000 Kgf/cm2 • E~ 
te módulo de elasticidade foi calculado a partir da tensão de rutura 
caracter!stica à compressão, do concreto utilizado na construção do 
protóti:,:,o. 
No modelo em elementos finitos, Figura 6.3.a, todos os 
elementos sao constitu{dos de materiais isotrópicos, com Ex= Ey = 
= Ez = E e v=0.2 , onde os elementos assinalados com (X) simulam 
E 
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FIG. 6.1 - SEÇÃO LONGITUDINAL E VISTA INFERIOR 
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FIG. 6. 3. b- Distribuição Transversal de Tensões Normais <Tz (kgf/ cm2) no bardo 












as transversinas intermediárias, assumindo as propriedades mecâni -
cas dos materiais somente nos intervalos segundo a direção z (eixo 
da estrutura), onde estas existam (Figura 6.1), e onde os elementos 
ass~nalados com (+) possuem no in~ervalo correspondente à região fis 
surada, Ex= Ey = Ez = 1/3 E. 
Na Tabela 6.1 sao dados os deslocamentos verticais, 
dos pontos mostrados na Figura 6.1, medidos durante o ensaio do pr2 
tótipo e os obtidos pelo processo apresentado neste trabalho. Para 
meio tabuleiro, nota-se um maior erro, devido talvez, a um comport~ 
mento não elástico da estrutura, jâ fissurada e em fase de descarre 
gamento. 
TABELA 6.1 
DESLOCAMENTOS VERTICAIS (mm) 
TABULEIRO TODO CARREG. MEIO TABULEIRO CARREG. 
PONTOS 
EXPER. TEÕRICO EXPER. TEÕRICO 
1 16.80 15.39 16.70 13.71 
2 13.93 12.81 9.93 7.30 
3 14.26 12.81 7.84 5.60 
Porém, pela aproximação razoável entre os valores te-
óricos e experimentais podemos considerar satisfatório o módulo de 
elasticidade adotado na análise. 
A consideração das transversinas extremas é implicit~ 
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mente feita na análise, devido à hipótese de existência de diafrag-
mas nas extremidades da estrutura. 
t vis!vel a influência das transversinas no comporta-
mento da estrutura, principalmente para a solicitação de flexo-tor-
ção, pois a não consideração destas, ocasionariam uma queda acentu-
ada de tensões longitudinais nas aduelas laterais, agravada ainda 
pelo estado de fissuração existente. A boa distribuição transver -
sal de tensões longitudinais, em presença da qeometria pouco favor~ 
vel da seçao transversal, é devida princinalmente à grande rigidez 
a flexão das transversinas, quase impedindo a deformação transver -
sal da estrutura, isto é, a distorção da seçao transversal. 
2 - ESTRUTURA MULTICELULAR DE EIXO RETO. ANÃLISE COMPARATIVA DA 
DISTRIBUICÃO TRANSVERSAL DE TENSÕES NORMAIS,COM E SEM TRANSVER-
SINA INTERMEDIÃRIA. 
A estrutura prismática laminar analisada neste exem-
plo retrata um caso especial, em função das caracteristicas da se -
çao transversal (Figura 6.4) e da relação entre vão (60 ft) e larg~ 
ra (56 ft) . y = X 1 E 3 106 lb/ -~ 
v= 0.15 
6.511 
' V, ri 811 e" 1, X X X - '-' , . -L< ~ 
. J:i \'. 




Essa estrutura ê analisada na referência ( [23] ) pelo 
conhecido "folded plate method", para uma carga concentrada, de 
103 lb na viga extrema e no meio do vão. A análise ê feita 
a estrutura com e sem diafragma r{gido no meio do vão. 
para 
O objetivo aqui ê examinar as distribuições transver -
sais de tensões normais nas mesas superior e inferior, dadas pelo 
processo utilizado, para a estrutura com e sem transversina interme 
diária e compará-las com as obtidas na referência ( [23] ) • 
A Figura 6.5 mostra os resultados para a estrutura sem 
diafragma ou transversina, onde nota-se uma boa concordância com os 
apresentados na referência ([2aj ), exceto nas vizinhanças da carga 
concentrada. Em face da rápida convergência do processo apresenta-
do com a utilização de elementos isoparamétricos quadriláteros qua-
dráticos, dos resultados concordantes com a solucão exata de vigas . . 
de seção cheia sujeitas a ca~gas concentradas, e mesmo dos resulta-
dos razoáveis para estruturas laminares frente a resultados experi-
mentais (Exemplo 3), sujeitas ao mesmo carregamento (carga concen -
trada) e utilizando o mesmo número de harmônicos, podemos conside -
raros resul~ados aqui apresentados como satisfatórios. 
Quanto à introdução de uma transversina intermediária, 
a Figura 6.6 ·mostra a divergência entre a consideração de um dia-
fragma infinitamente r{gido ( [23]) e uma transversina constitu{da 
do mesmo material utilizado m estrutura. Os próprios autores da 
referência ([23]) concluem que a consideração de diafragmas flex{ 
veis, portanto mais reais, não ocasionariam tão boa distribuição de 
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FIG. 6.5 - Distribuição transversal de Tensões crz (PS 1) 
nas superficieis médias das mesas superior e 
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--+- COM DIAFRAGMA INFINITAMENTE RIGIDO REF. 23 
SIMULACÃO DO DIAFRAGMA RÍGIDO 
- COM TRANSVERSINA 
------------
FIG. 6.6 - Distribuição transversal de tensões CJ'z(PSI) nas superficleis 
medias das mesas superior e inferior no Seção A-A 






-7.9 +3.8 -3.1 +1.4 -1.65 
FIG.6.7 ,J - Distribuicoo transversal de momentos transversais 
(ft.lb/ft.) na Seção-A-A (FIG. 6.5) sem tronsversina. 
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um diafragma rígido, isto é, um elemento transversal com Ex= Ey = 
5 -2 =Ex 10 , v=0 e Ez =Ex 10 (material transversalmente iso -
trópico), onde E é o módulo de elasticidade para o material isa -
trópico (Ex= Ey = Ez = E , v = 0.15) que constitue o restante 
da estrutura. Neste caso há uma aproximação dos resultados, sendo 
também evidente que, para Ex= Ey >>Ex 105 , a solução tenderia 
para a da referência ([23]) 
A distribuição transversal de momentos transversais na 
seçao situada no meio do vão, para a estrutura sem transversina, é 
mostrada na Figura 6.7 para a caraa concentrada na viga central e 
no meio do vao. 
Deve-se notar que a estrutura foi analisada com uma ma 
lha mínima, isto é, com o mínimo de elementos necessários para a 
discretização da seção transversal, e ainda, que na análise da es -
trutura com transversina, foram inseridos apenas os elementos assi 
nalados com (X), na Figura 6.4. 
3 - ESTRUTURA MULTICELULAR DE EIXO OBLIQUO 
Com o intuito de testar a validade do processo aprese~ 
tado, para o caso de estruturas de eixo obliquo, foram utilizados 
os resultados,obtidos na referência ( [16J), de um dos ensaios efet~ 
adas com modelos reduzidos e de seu respectivo confronto teórico, 
através de um programa elaborado com elementos finitos (triangula -
res e retangulares) para análise de estruturas laminares, de nome 
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CELL, desenvolvido por SCORDELIS 
O material escolhido para a construção do modelo, a-
pesar de sua rigidez, foi o alumínio. Isto, por ser um material de 
comportarnento elástico para as solicitações de ensaio e sem os pr2 
blemas de deformação lenta (comum nos plásticos) e aquecimento das 
pequenas resistências dos extensômetros elétricos (devido a sua al 
ta condutividade térmica). As conexões entre as placas foram fei-
tas por parafusos, possibilitando assim, a montagem e desmontagem 
durante os ensaios (o que constituiu um outro motivo para o uso 
do alum{nio). Esse tipo de conexão causou, segundo os autores, u-
ma redução de apenas 3% nà rigidez global a flexão de vigas em du-
plo "T" • 
A seçao transversal do modelo (bi-apoiado com 29·. 66 in 
de .vão e esconsidade 309) e sua discretização por elementos isopa-
ramétricos, são mostradas na Figura 6.8., sendo esta Última forma-








0.186" w 3" 
FIG. 6. 8. 
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A estrutura foi analisada para urna carga concentrada, 
sobre a viga extrema, em L/2, sendo fornecidos os resultados para 
urna seção distante l" do meio do vão, correspondente à seçao ins-
trumentada no modelo reduzido. 
A Figura 6.9 mostra a distribuição transversal de for 
ças axiais por unidade de largura, obtida com a malha mínima, em cp 
fronte com as obtidas na referência c[16]). Pode-se notar uma boa 
concordância entre os resultados, para a distribuição na mesa supe-
rior, sem ocorrer contudo, a queda de tensão no bordo livre da pla-
ca superior, dada pelo programa CELL. Já na mesa inferior, há urna 
certa discrepância entre os resultados, embora as forças axiais mé-
dias estejam ainda em boa concordância. Isso possibilita a aceita-
ção dos resultados aqui apresentados, pois ~stas forças axiais mé -
dias são proporcionais ao momento longitudinal total na seçao consi 
derada. 
Observando-se ainda, os resultados mostrados na Figura 
' 
6.9, pode-se concluir que os modelos teóricos são torsionalmente 
mais rígidos que o modelo físico. 
Segundo a referência ([16]), os deslocamentos verti -
cais, medidos durante o ensaio deste modelo, são superiores em 25% 
.aos obtidos com o programa CELL. Estes dois Últimos fatos são tal 
vez, em parte, devidos ao tipo de conexão entre placas, empregado 
na, construção do modelo. 
Como foi visto nos capítulos anteriores, o número de 
equaçoes e a largura de banda são proporcionais ao número de harm2 
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FIG. 6. 9 - Distribuicão transversal de forcas axiais por unidade de 








lha mínima! para confronto de resultados. Nota-se entretanto, uma 
razoável convergência com o uso desta malha, fornecendo resultados 
pelo menos aceitáveis para fins práticos. 
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CAPITULO VII 
C o N C L u s õ E s 
Do processo utilizado neste trabalho, visando princi-
palmente a análise de estruturas de pontes com extremos apoiados e 
transversinas intermediárias, resultam vantagens não só na facilida 
de do tratamento deste tipo de problema como taJTlbém pela possibili-
dade de se obter uma considerável aproximação para problemas 
solução anal{tica é inexistente. 
cuja 
Da aplicação do processo a problemas práticos, atra -
vés de um programa automático, algumas conclusões são apresentadas: 
1 - A aplicação à análise de pontes fica restrita a estruturas de 
altura constante, pois há somente a possibilidade de variações 
bruscas da geometria, na direção do eixo da estrutura. 
2 - Contudo, este tipo de variação da geometria, possibilita a in -
clusão natural de um número qualquer de transversinas, constitu 
{das de material igual ou não ao utilizado no restante da estru 
tura. 
3 - Em virtude do desenvolvimento ern série da função que traduz a 
variação das propriedades mecânicas dos materiais e pela possi-
bilidade dos materiais serem transversalmente isotrópicos, po -
de-se simular em uma análise: diafragmas intermediários, trechcs 
r{gidos ou regiões fissuradas. 
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4 - Dadas, à grande flexibilidade do elemento utilizado na discre-
tização da geometria da seção transversal da estrutura,à sua 
acentuada convergência e à adoção de um número satisfatório de 
pontos de integração numérica, obteve-se, mesmo com urna malha 
mínima, resultados consideráveis frente: a soluções refinadas 
por elementos finitos para análise de estruturas l=inares, a 
outros métodos e a resultados experimentais. 
5 - O processo apresentado com a inclusão de até cinco harmônicos 
é ainda mais eficiente (no caso do tipo de problema enfatiza -
do) que o uso de um elemento tridimensional, dada a facilidade 
de utilização e o número de araus de liberdade envolvidos. 
~ ~ 
6 - No caso de estruturas continuas, fica afastada a alternativa 
da montagem da matriz de rigidez da estrutura da forma apresen 
tada na equação 3.2, isto é, sem a minimização da largura de 
faixa. A necessidade de inclusão de mais que cinco harmônicos 
na análise, deixa claro que o uso de elementos finitos tridi -
mensionais será mais eficiente. 
E a titulo de sugestões, indicam-se: 
a) A tentativa de novas condições de contorno com o uso de outras 
funções para deslocamentos. 
b) A adoção desse processo com a utilização de elementos isopararn~ 
tricos curvos, para a análise de tensões em sólidos axisimétri-
cos, nos quais as propriedades dos materiais sao assimétricas e 
dependentes da temperatura. 
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c) A inclusão de novos casos de carregamento. 
d) A otimização do programa automático, cuja forma de apresentação 
é apenas didática. 
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SIMBOLOGIA 
a dimensão do sólido na direção z 
e relativo a urn elemento 
i relativo a urn nó 
m,l,d - super-Índices relativos aos harmônicos "material", "carga" 
e "deslocamento" 
M,L,D - númerô de harmônicos "material", "carga"·e "deslocamento" 
<I> função de interpolação 
Ne número de elementos 
Nn número de nós do elemento 
N 
. 
de graus de liberdade numero 
G módulo de elasticidade transversal 
w largura de faixa 
Ex,Ey,Ez- módulos de elasticidade nas direções x,y,z 
V coeficiente de Poisson 
u,v,w -componentes dos deslocamentos 
a ângulo de esconsidade para estruturas de eixo obliquo 
{ô}e - deslocamentos nodais do elemento 
{E} - deformações iniciais o 
{o} - deformações iniciais o 
{T} vetor de tensões térmicas 
{P} vetor das forças de massa 
{p} vetor das forças de superficie 
{FÍ} - vetor de forças nodais para o harmônico .e. 
{F}e - cargas nodais equivalentes às forças de superficie 
s 
77 
cargas nodais equivalentes às forças de massa 
matriz de elasticidade 
matriz que relaciona as deformações com os deslocamentos 
nodais do elemento 
[e] matriz diagonal de termos trigonométricos 
[k] matriz de rigidez do elemento 
[rfdJ - matriz global para o par de harmônicos l,d 
[KJ matriz de rigidez da estrutura 
ªx'ªy'ªz'Txy,Tyz'Tzx - componentes das tensões 
78 
A P t N D I C E 
c 








e p R o GRAMA p RI N e IP· A L 




DO 5 J=l,NPROB 
WRITE(6,3 I 
3 FORMATI //,2BX,641'*'1,2(/,2BX,'*' ,63X,'*' 1,/,28X,'* ESTRUTURAS T 
*RIDIMENSIONAIS COM PROPRIEDADES MECANICAS DOS *',/,2BX,'* MATER 
*IAIS REPRESENTADAS MATEMATICAMENTE POR SERIES. *' , 21/,28 
*X,'*',63X,'*'1,/,2BX,'* RONALDO CARVALHO BATISTA 1 ,25X, 0 TESE MSC. 
* *' ,21/,2BX,'*' ,63X,'*' 1,/,2BX,64( '*' 11 
WRITE16,21J 




C === LEITURA DOS DADOS BASICOS PARA A ANALISE DA ESTRUTURA 
CALL ENDASINP,NE,NHD,NHC,NHM,NSEC,COMP,ZZ,El,E2,XNI,X,Y,NEL,POS 
*,NDP,NNR,REC,NTC,PESO,ALFAI 
C === CALCULO DAS INTEGRAIS DOS PRODUTOS TRIPLOS DE 
C === FUNCOES TRIGONOMETRICAS 
CALL INTEG ICOMP,NHC,NHO,NHMI 
NE Q=NP* NGL 
C --- LEITURA DO CARREGAMENTO 
CALL VECAR INEQ,NHC,NE,NGL,NNO,NEL,X,Y,COMP,PESO, 
*ALFA,El,E2,XNI,POS,NHM,NSEC,ZZI 








RESOLUCAO DO SISTEMA DE EQUACOES 
CALL TRIGA (NP,NE,NGL,NNO,NU,LB,IC,NHR,IIAI 
CALL OEGA (NEQT,NGL,NU,LB,IC,NHR,IIA,NPI 
IMPRESSAO DOS DESLOCAMENTOS E CALCULO DAS TENSOES 
CALL OETENtZZ,COMP,NEC,NSEC,NHD,NP,NE,NNO,NGL,NELl 
CONTINUE 





SUBRDUTINE ENDAS INP,NE,NHD,NHC,NHM,NSEC,COMP,ZZ,El,E2,XNl,X,V,NEL 
*,POS,NDP,NNR,REC,NTC,PESO,ALFAI 




















GOTO 121,22,231 ,NTIP 
21 WRITE(6,lll 
GOTO 24 
22 WRITE(6,13 I 
:OMP=COMP*PI 
DO 27 M=l ,NSEC 
27 ZZ(Ml=ZZIMl*PI 
GO TO 24 
23 WRITE(6,141 
READ(5,61 BETA 
6 FOR"1AT( FlOe 21 
11 FORMATl//,15X,'E S T RUTURA 
13 FORMATl//,15X,'E S T RUTURA 
14 FORMATl//,15X,'E S T RUTURA 
24 READ15,511 
51 FORMAT( 80H 
* WRITE 16,511 
E I X O 
E I X O 
E I X D 
RETO',///) 
e IR eu LAR',///) 






* , N= 1, NMA TI 
3 FORMAT(5FlD.2J 
WRITE16,41 COMP 
4 FORMATl//,9X,'COMP =',Fl5.3,//l,9X,'PROPRIEDADES MECANICAS DOS MAT 
*ER IA IS' , / /, 9X, ' TIPO• , 9 X, • E l ' , 15 X, • E 2' , 12 X, • XNl • 1 





9 FORMATl////,30X,'C O ORO EN A O AS O OS NOS •,///,30X, 
*'.NO' ,l6X,' X• ,19X,' Y') 
W R I TE 16, l O ) 1 I , X ( I 1 , Y ( 1 1 , I =1 , NP 1 
10 FORMATl27X,15,10X,Fl0o3,10X,Fl0e31 
IFI NTlPoNEc 31 GO TO 2220 
SECAN=l./DCOS(BETAI 




X ( I 1 =XI I 1 *SEC A N 
CONTINUE 
WRITE16,l21 
12 FORMAT(////,15X,'I N CID EN C IAS E PARTICULAR I D 
*~D E S D OS ELEMENTO S',/1 
WRITEl6,l51 
15 FORMAT (/ 11, 2X,' ELEMENTO• , 5X, 'NOl' , 5 X, 'N02', 5X, 'N03' , 5X, 'N04 • , 5X,' N 
* O 5' , 5 X, 'N06 1 , 5 X, 1 N07' , 5 X, ' N08' , 3X , ' N. T • RI G' , 3X, ' N. T RANS' , 
*3X, 'I MAT' , 3 X, 'NCE', 3X, 'NTEL ', / /1 
READ15,161 IINEL(I,Jl,J=l,131,I=l,NEI 
16 FORMAT(l315l 
W R IT E ( 6, 1 7 1 1 1, ( NEL I I, J 1 , J = 1, 13 l , I = 1, NE 1 
17 FORMATllH,14181 
IFINDP.EQ.Ol GOTO 150 
WRlTE 16,321 
32 FORMATl///,15X,'DESLOCAMENTOS PRESCRITOS' ,//,8X,'N0',5X,'DIRECAO', 






DO 25 I=l ,NE 
IFINELII,91.EQoOoANDoNELll,lOJoEO.OI GOTO 25 





IF(ID.EQ.ll GOTO 65 
WRITEl6,301 
30 FORMATl///,20X,'N A O H A PARTICULAR I O A D E S NOS 
* ELEMENTO S'I 
GOTO 100 
65 CONTINUE 
GOTO 128,29,281 ,NTIP 
29 DO 110 I=l,NE 
NPART=INELI I,9l+NEL(I,lOl 1*2 
00 110 J=l,NPART 
110 POSII,Jl=POSII,Jl*PI 
2A CONTINUE 
DO 40 I =l, NE 
IF!NELII,91.EQ.OI GOTO 50 
NDS=NEL ( I, 91 
READ15,201 IRIGTl(I,Jl,RIGT21I,Jl,J=l,NDSI 
WRITEl6,311I,NDS 
31 FO~MATl//,5X, 0 ELEMENT0°,I4,5X,'N• DE TRECHOS COM PROPRIED~DES ~LTE 
*RADAS', 14, / /1 
NDSS=2*NDS~ l 
LO=O 
DO 35 J=l,NDSS,2 
LO=LO+l 
WRITE(6,33 I ros I I,J ,. POS( I,J+l l,R IGTl( I,LO 1,RIGT2( I,LOI 
33 FORMA T 1 /, 5 X,' POS I CA O' , F9. 2, 5X, 1 CD ~PRIME NTO' , F9. 2, 4X,' RI GT l 1 , F9o 3 t 





50 IFINEL(l,101,EQ.OI GOTO 40 
NFS=NEL ! I, 10 1 
WRITEl6,4l l I,NFS 
41 FORMAT( //,5X,• ELEMENTO• ,14,SX, 1 N. DE TRANSVERSINAS', 14) 
NFSS=2*NFS 
IK=NEL ( 1 ,9 l *2 
DO 45 J=l,NFSS,2 
IKK=IK+J 
45 WRITE(6,431 POS!I,IKKl,POS(I,IKK+l) 





'r:,"'.:~r~:r 'Y r <>~KAT')P 
00 ... 
e 
SUBROUTINE INTEG (COMP,NHC,NHD,NHMl 
IMPLICIT REAL *8 (A-H,O-Z l, INTEGER *2 II-NI 
:OMMON/UM/BETA,Kl,K2,K3,K4,K5,NTIP,ISM,ISC,NREG,NTEM 
COMMON/TRES/SS(7,7,lOl,CC17,7,lOl,SC(7,7,lOl,CS(7,7,10l 
C === SUBROTINA PARA O CALCULO DAS INTEGRAIS DOS PRODUTOS TRIPLOS DE 








DO 111 L=l,7 
DO 111 M=l,7 
DO 111 N=l,10 
SC(L,M,Nl=Oe 
111 CS(L,M,Nl =O• 
DO 20 ML=l,NHC,NDC 
MG=ML/12-ISCl+(l-ISCl 
HL=11l*PIC 
DO 20 MD=ML,NHD,NDC 
MT=MD/(2-ISCl+ll-ISCl 
HD=MD*PIC 







DO 18 J=l,2 
IF((MM-MDloEO,Ol GO TO 17 
JF(IMM·MD-MLloEQeOI GOTO 40 
IF((ML-MM-MDI.EQ.Ol GOTO 50 

















*· HO+HL 1 *U 1/ 12 •*IH M-HO+HL 1 1- OCOS ( ( HM-HO- HL 1 *U 1/ ( 20 *( HM• HO• HL 1 11 I 
GOTO 27 






*U 1 /( 2*H0+2*HL 1 +OCOS( ( 2*HD-2*HLI *UI/ ( 2*Hlr 2*Hl) I 1 




17 IF112*MM-ML 1, EQoO I GO TO 25 
CSC=CSC+N*l•DCDSll2*HM+HLl*Ul/14a*l2*HM+HLll·DCOSll2*HM-HLl*Ul/14o 
** l 2*HM-HL 11 1 
SSS•SSS+N*l·OCOSIHL*Ul/12*HLl+DCOS(IHL+2*HMl*Ul/(4.*(HL+2*HMIJ+DCO 




















60 IFll2*MM-2*MDloEQ.O.OR.12*MM-2*Ml).EQ.OI GOTO 65 
CSC=CSC+N*I0,125*1·0COSl2*HM*UI/HM+OCOSl2*H2*UI/H2•DCOSll2*HM+2*H2 
*l*Ul/(2*HM+2*H21-DCOS((2*HM•2*H2l*Ul/12*HM-2*H21-DCOS(l2*H2+2*HMI* 


















00 218 J=l ,2 
IFI IMM-MDloEOoOl GO TO 21 7 
IF ( IMM-MD-ML ln EOoO l GO TO 240 
IFl(ML-MM-MD).EQ.Ol GOTO 250 






217 IFll2*MM-MLI El:hOI GOTO 225 






GO TO 227 
225 SSC=SSC+N*IDSINIHL*Ul*ll/12*HMl*IDSINIHM*Ul**2ll-HL/14*HMl* 
*ll/HL*DSINIHL*UI-U/2-DSINl4*HM*UI/IB*HMIII 





















DO 318 J=l,2 
IFIIMM•MLI.EQ.OI GOTO 317 
IF((MM•ML-MDloEQ.01 GOTO 340 
IFIIMD·MM-MlloEO.OI GOTO 350 





GO TO 327 









GD TO 327 
325 CSS=CSS+N*IDSIN!HD*Ul*(l/(2*HMl*IOSINIHM*Ul**21)·H0/14*HMI* 
*fl/HD*DSINIHD*Ul•U/2-DSIN(4*HM*Ul/18*HMlll 

























SUBROUTINE VECAR INEQ,NHC,NE,NGL,NNO,NEL,X,Y,COMP,PESO, 
*•LF~,El,E2,XNI,POS,NHM,NSEC,ZZI 



















90 FORMAT(///,30X,'C ARRE GAME N T 0',//1 
C --- ZERAMENTO DO VETOR DE CARGAS 
DO 38 Jl=l ,NEQ 




91 FORMA T 111, 5 X,' ELE Mo' , 5X, 1 CARGA' , 5 X, 'TIPO• , 5X, 'LADO' , 4X, 'l NI Cl O' , 9X 
*, ' X l' , l O X, 'Y l' , l OX, ' X2' , l OX,' Y2' , l O X,' X 3' , 10 X,' Y3' , / l 
DO 9 LT-=1,NE 
NMAS=O 
NCAL=O 
DO 75 J=l, MPL 
75 POI JI =Oco 

















XE ( Ml, 2 l =Y ( KB 1 
DO 49 J3=1,NN1 
TO( J3 l=Oe 
ZERAMENTO DO CARREGAMENTO LIDO PARA O ELEMENTO 









IF(LOADcE0.01 GOTO 9 
I F ( LOADo EQ. 61 NMA S=l 
IFILOAD.EQ.71 NCAL=l 
GOTO (50,51,50,51,50,43,431,LOAD 









31 I F ( NT I P··2 l 3, 2, 3 
2 ZA=ZA*P I 
IFIZB.EQ.COMPI GOTO 3 
ZB=ZB*PI 
3 CONTINUE 
43 IF(NMASI 30,32,30 
30 CALL PEPRO(PESO,NELILT,111,XE,PO,NMASI 







IFINCAL.EQ.Ol GOTO 33 
CALL TEMP ITO,NEL,LT,XE,IW,NHARM,ALFA,El,E2,XN[, 
*POS,NHM,COMP,NSEC,ZZ,NE) 
NEt(LT,12)=-NELILT,12) 
33 DO 1 J=l,MPL 






IF(LOAO.EQ.7) C0=4o /(NH*PI) 
IFILOAD.NEo5l GOTO 100 
00 101 J=l,6 
llNG=NH*PI*ZA/COMP 
101 PP(JJ=P(Jl*2o/COMP*DSINIANGI 
GO TO 81 
100 CONTINUE 
IFILOADoGEo61 GOTO 24 








81 DO 145 KL=l ,3 











24 MS=NNl- NGL +l 
DO 26 Ml=l,MS,NGL 
KL=l+LK 
LK=l+KL 
UI Ml, NHARM 1 =UI Ml, NHARM 1 +RAB*I 001 K L 1 +POI KL 1 *CO 1 + TO I Ml 1 *CO 





DO 37 NHARM=l,NHR 
00 37 NM=l, NNO 
LL=NELI L T,NMI 



























* NS EC , Z Z , I Q, NE 1 










COMMON/QUAIRIGT1135 1 81,RIGT2135,BI 
DATA A/ 50*0•, 3*1•, 2>1<- le, l., 2*-1•, l• ,2*0• , 1. ,O., 2*-1 •,O./ 
DATA F/3*lo ,2*-lc, lo ,2*-lo, lo t2*0e, lo ,Oo, 2*-1• ,O,/ 
SUBROTINA PARA CALCULO DA MATRIZ OE RIGIDEZ OE UM ELEMENTO ISOPARA 
METRICO QUADRILATERO QUAORATICO COM A VARJACAO DAS PROPRIEDADES ME 
CAN!CAS 00 MATERIAL REPRESENTADA POR SERIE OE FOURIER. 
UTILIZACAO NA ANALISE DE ESTRUTURAS TRIDIMENSION~lS PELO PROCESSO 
SEMI-ANALITICOoooeeee••······~····························COPPE/74 
Pl=3ul41592653589793 




A 11, I +5 1 =Q2 
AI 1, I+lOl=Oc 
AI 1, I+l5l=-Q2 
111 AI 1, 1+20 l=-Ql 
00 222 l =1, 5 
11=5*( 1··11+1 
A12,Il l=Ql 







14=5*( I··l )+4 








DO 333 I=l,5 
Wlll=Cllll*Cl{I) 
W!l+51=Cll2l*Cl!II 
W( I+1Dl=Cll 3l*Cll 1) 
WII+l5)=Cl(41*Cl(Il 
333 W(l+20l=Cll5)*Cl(II 
DO 2 I=l,24 
DO 2 J=l,24 
2SEII,Jl=O. 
DO 3 K=l,33 
DO 4 J=l,8 
Jl =J 
GOTO 15,5,5,5,6,7,7,61,Jl 
5 SN(Jl=ll.+A(l,K l*F(l,J) l•llo +A( 2,K l*FI 2,J l l*IA( 1,Kl *F( 1,J l+A(2,K)* 
*F( 2,J)-l )*Oo25 





6 SN(J)=!lo+All,Kl*F!l,JI l*!lo-A12,Kl**2l*0•5 








DO 9 I=l,2 
DO ·g J=l ,2 
TI I ,Jl=0o 










DO 10 J=l,8 
e \.O 
DO 10 I=l,2 "' 
Dl 1 (,J l =Oo 
DO 10 M=l,2 
10 D 1 ( I, J l = D 1 1 I , J 1 + T l I I, M 1 *D I M , J 1 
DO 30 I =1, 6 
































IFIK.NE.11 GOTO 140 
IMAT=NEL(INDEL,111 
EEl=El ( IMAT) 
EE2=E2( IMATI 




DO 13 l=l,6 
DO 13 J=l,6 
CII,Jl=O. 
C2 l1, J l=O. 
C31 I ,.J) =O_ 
C41I,Jl=Oe 
13 VI I,Jl=Oo 
DO 31 K K=l, NSEC 
DO 31 I=l,6 
00 31 J=l,6 
31 YAII,J,KKl=Oo 
KA= INEL!INDEL,9)+NELIINOEL,1011*2+1 
IFINELI INOEL,lOloGT.01 KA={NEL! INDEL,10l-11*2+1 
NOM=2~ I SM 








DO · 3 5 L = l , KA , 2 
IF{NELIINDEL,10}.GT.Ol GOTO 16 




























IFINELIINDEL,13}.NE.ll GOTO 44 






YI 2, 31 =V( l, 21 
Yl3,ll=Yll,31 
Y( 3,2l=Yll,21 




GO TO 45 
44 CONTINUE 

















120 DO 80 NN=l,NSEC 
YY=DSINIMM*Pl*l21NNI/COMPI 
DO 80 I=l ,6 
DO 80 KK=l,6 
80 YAII,KK,NNl=YAII,KK,NN)+Yll,KKl*YY 
125 CONTINUE 
DO 19 I=l,4 
DO 19 J=l ,4 
C21 I,Jl=C21 I,J l+YI I,J l*CCIMG,MT,JMI 
C 31 I, J 1 =C3 I I, J) +VII, J 1 •se I MG, MT, J M 1 
C411,Jl=C411,Jl+YII,Jl*CSIMG,MT,JM) 
19 C I I , J 1 = C I I , J 1 +Y I I , J ) *S S I M G, MT, J M 1 
DO ·20 1=5,6 
DO 20 J=5,6 
C21 I,Jl=C21 I,J l+YI I,J l*SSIMG,MT,JMI 
C31I,Jl=C3(1,J)+YII,Jl*CSIMG,MT,JMI 









130 DO 90 N=l,NSEC 
DO 90 l =1,6 1-' 
DO 90 J=l,24 o o 
D81 ( l,J,N )=O, 
DB31 I ,J,Nl=O, 
DO 90 KK=l, 6 




I F I K-2 5) 150,150,155 
150 DO 21 I=l,6 
DO 21 J =l, 24 
DBII,Jl=Oo 
D8211,Jl=Oo 
DB5 II, J l=O. 
DB61 I,J)=0o 
DO 21 KK=l,6 
D B 2 1 t , J ) = DB 2 1 I, J I +C 2 1 I , K K 1 *841 K K, J ) 
DB51I,Jl=DB51I,Jl+C311,KKl*B4(KK,JI 
DB61I,Jl=DB611,Jl+C41I,KKl*B21KK,JI 







DO 22 I=l,24 





155 IF(IML-MDloNEoOI GD TO 3 
IF<lQI 110,3,110 
110 DO 100 N=l,NSEC 
K3=(K-26)*NSEC+N+(INDEL-ll*NSEC*8+1MT-ll*NE*NSEC*8 
K4=K3 
WRITEI 14'K4l ( { 0831 I,J,N) ,J=l,241, I=l,61 










SUBROUTlNE CASU INNPE,QO,LADO,XE,PPI 
IMPLICIT REAL *8 IA-H,0-21, INTEGER *2 11-Nl 
DIMENSION LMl4,31,FF12,8l,MP(l61,A12,Bl,QQl6l,SNN12,6l,XE18,21, 
* X ( 8 , 2 ) , F ( 2 , 8 ) , S N 1 3 l , D 12 , 8 1 , D D 12 , 2 ) , Q 1 8 ) , P N ( 2 ) , PP ( 6 ) , QO ( 16 ) 
DATA FF/3*1•,2*-l• ,lo ,2*-l• ,lo ,2*0• ,1. ,o. ,2*-1• ,O./ 
DATA MP/1,2,5,6,3,4,7,8,-1,1,-1,1,1,1,-1,-l/ 
DATA LM/3,2,2*4,6,5,7,8,2*1,2,3/ 
C ELEMENTO ISOPARAMETRICO QUADRILATERO QUADRATICO 












DO 31 J=l,NNPE 
l=NNPE-J+l 
31 AI 2, I )=-AI 1,JI 




DO 72 K=LLL,KKK 
DO 16 l=l,6 
DO 16 J=l,2 
16 SNN(J,ll=Oo 
DO 2 J=l,3 
JJ=LMI LADO, J 1 








7 SN ( J l = 1 le +A ( 1, K ) *F ( 1 , J l l * 1 1 • + A ( 2, K l *F 1 2 , J ) l * 1 A 11 , K l *F (l , J l + A 1 2 , K l * 
*Fl2,J l-l l*0.25 
DO ·13 I=l,2 
N=3· I 






GO TO 2 
9 SN(J)=fle•All,Kl**2l*fle+A12,Kl*F12,Jll*0•5 
D ( 1 , J 1 = - ( 11 e + A ( 2 , K 1 * F ( 2 , J 1 1 *AI l , K l l 
O ( 2, J ) = ( lo - A 11 , K l **2 l *F 12 , J l / 2o 
2 CONTINUE 
DO 3 J=l,3 
SNN(l,2*J•ll=SN(Jl 
3 SNN12,2*Jl=SNIJl 
DO 17 M-=1,2 
DO 17 N=l,2 
DOIM,Nl=Oo 

















DO 20 L=l,6 
20 PNIIl=PN(IJ+SNN{I,Ll*PP(Ll 
e 
DO 21 I I=l, 6 













END 1-' o ..,. 
-~i, 1 ': UfP:.AT?D 8Y OPfR~TOI< 
e 
SUBROUTlNE PEPRO (PESO,JKH,XE,PO,NMASI 
IMPLICIT REAL *B IA-H,O-Z 1, INTEGER *2 11-NI 
DIMENSlON PES012,51,XEl8,21,PO(l6 I 
D I ME NS I ON D { 2, 81 , T 1 2, 21 , SN 1 81 ,A { 2 , 2 51 , F 1 2 , 8 1 , W 1 2 5 l , Cl ( 5 1 , SNN ( 2 , 16 1 
DATA F/3*1• ,2*•1, ,1.,2*0,, lo ,Oo ,2*-1• ,o. l 
C ELEMENTO ISOPARAMETRICO QUADRILATERO QUADRATICO 
C CARGAS CONSISTENTES - - PESO PROPRIO 
e 
PI=3.l4l592653589793 
DO 111 I=l,5 
Ql=-0.90617984593B664 
Q2=-0.538469310105683 
A 11 , I 1 = Ql 
All,1+51=Q2 
A 11, l +10 l=O • 
A 11, I +15 l ="' Q2 
111 All,1+201=-Ql 
DO 222 I=l, 5 
U =5*1 I··l l+l 
A 1 2, l 1 1 =Ql 
12=5*1 I-11+2 











Cl 15 l =Cl ll 1 















DO 3 K=l,25 
DO 4 J=l .. 8 
Jl=J 
GOTO 15,5,5,5,6,7,7,61,Jl 
5 SN I J 1 = 11 o + A 11 , K 1 *F 11 , J 1 1 * 1 1 • +A 1 2, K 1 *F 1 2, J I l * 1 A 1 1, K 1 *F ( l , J 1 + A ( 2, K 1 * 
*Fl2,Jl·ll*0•25 






D ( 1, J 1 = 1 1 •·A 1 2, K 1 **2 l •F ( 1, J 1 / 2• 
D ( 2 , J 1 =- ( (lo +I\ 11 , K 1 * F 11, J I I *A( 2, K 1 1 
GOTO 4 
7 SN(Jl=(l.-All,Kl**21*(lo+A12,Kl*F(2,Jll*Oo5 
D 11, J 1 =- 1 {lo +A ( 2, K 1 *F ( 2, J 11 *A 11 , K I l 
D(2,Jl=(l.-All,Kl**21*Ft2,Jl/2. 
4 CONTINUE 
DO 9 I =l, 2 
ºº 9 J=l,2 
T ( I, J 1 =O. 
DO 9 KK=l,8 
9 TII,Jl=T(I,Jl+D{I,KKl*XEIKK,Jl 
DET=T<l,l l*T12,2 I-T(l,21*T12, li 
DO 18 I=l,2 
DO 18 J=l,16 
18 SNN I I, J 1 =O. 
IF(NMASl 10,11,10 







DO 17 I=l,16 






. 'tf'OFATtO 8 Y CPE !<A l'lk 
e 
SUBROUTINE TEMP (TO,NEL,INOEL,XE,IW,MG,ALFA,El,E2,XNI,POS, 
*NHM,COMP,NSEC,ZZ,NEl 
IMPLIClT REAL *8 (A-H,0-Zl, INTEGER *2 11-Nl 
D I ME NS I ON P ( 4 l , NE LI 35 , 13 l , X E ( 8, 2 l , D 12, 8 1 , T 12, 2 1 , T 1 ( 2, 2 1 , S N C 8 1 , 
*Bl C 6 , 2 4 l , B 21 6, 24) , Y C 6, 6 J , D 1 C 2, 8 l , AC 2, 33 l , F C 2 , 81 , WC 2 5 l , POS ( 3 5, 16 l , 
*Y t, C 6, 6 , 1 O ) , E l C 5 l , E 2 15 1 , X NI ( 5 1 , ALFA ( 5 l , C li 5 1 , C C 6, 6 1, C 21 6, 6 1 , Z Z 1 1 O l , 






C ELEMENTO ISOPARAMETRICO QUADRILATERO QUADRATICO 






DO 21 I=l,4 
21 PI I l=Oo 
IW=IW+l 
IFIIWoNEoll GOTO 3 
WRITE 16, li 
1 FORMATC///,30X,'T EM PER ATURAS 




R E AD 15, 2 1 ( 1 I, PC J l l , J = 1, 4 1 
2 FORMAT(4(IlO,Fl0.31l 
DO 101 J=l,4 
K=NELIINDEL,JI 
101 WRITEl6,17l K,PIJl 
17 FORMATC27X,15,lOX,FlOo3l 
C INTEGR4CAO NUMERICA 
DO 111 I=l,5 
Ql=·0.906179845938664 







A ( l , 1 l = Ql 
A(l,1+51=02 
A< 1, 1+15l=-Q2 
111 A ( 1, 1+201 =- Ql 
DO 222 1 =l, 5 
11=5*< r-11+1 
A ( 2; 11 1 =Ql 
12=5*( 1- ll +2 
A(2,I21=Q2 
13=5*(1-11+3 
AI 2, I 31 =o. 







C li 41 =Cl ( 2 l 
Cl l 5 l =Cl ( l 1 
DO 333 I=l,5 
Wlll=Cllll*Cl(ll 
W( 1+5 l=Cl ( 2 l*Cl ( I l 
W( 1+101 =Cl 131*Cl 111 
W ( I + 15 1 =C li 4 l *C 11 I l 
333 W(l+201=Cll51*Cl(II 
DO 100 K=l,33 
DO 4 J=l,8 
,Jl =J 
GOTO (5,5,5,5,6,7,7,61,Jl 
5 SN(J)=(.l 0 +All,Kl*F(l,Jll*(lo+A12,Kl*F(2,Jll*(A(l,Kl*F(l,Jl+A(2,Kl* 
*FI 2,J )~ 11 *Oe25 
EOl ( J l = (1 o +A (1, K 1 *F ( 1, J 1 1 *( 1~ +A 12, K 1 *F 1 2, J 1 1 *Oo 25 
DO 8 1=1,2 
N=3- I 









G0 TO 4 




DO 9 I=l,2 








T l ( 2, 2 1 =T 11, 11/DE T 
D.O 10 J=l,B 
DO 10 I=l,2 
DllI,Jl=0o 
DO 10 M=l,2 
10 DllI,Jl=DllI,Jl+Tl(I,Ml*DIM,Jl 
DO 30 I=l,6 
DO 30 J=l,24 
BllI,Jl=0o 
30 82 ( I, J 1 =O o 





















XNU=XNI I IMATl 
PIC=PI/COMP 
DO 13 I=l,6 
DO 13 J=l ,6 
CCI,Jl=O. 
C2 11, J 1 =O, 
13 Y I I , J 1 = Oo 
DO 31 KK=l,NSEC 
DO 31 I=l,6 
DO 31 J=l,6 
31 YAII,J,KKl=Oo 
KA= INELI INDEL,9 l+NEL( INDEL, 10) 1*2+1 
IF(NELCINDEL,101.GToOl KA=(NELIINDEL,lDl-11*2+1 
NDM=2-ISM 




DO 35 L=l,KA,2 
IF(NELIINDEL,lOloGToOI GOTO 16 
I F ( Lo NE. li GO TO l 4 
U=COMP 
SI=COMP/2o 














GO TO 15 
16 Yl"EEl 
'f 2"EE2 
U"POS ( I NOEL, L+l 1 
SI=POS( INDEL,LI 








IFINELIINOEL,131.NEoll GOTO 44 
PLANO ESTRATIFICADO PARALELO A Xl 
Y(l 1 ll=l(A2*B3-G2**2l/OELTAl*C0EF 
Y(l,2)=11F2*G2-G2*A21/0ELTAl*COEF 
Yll 1 3)=((G2**2-F2*B3l/DELTAl*COEF 
Y(2,ll=Y(l,21 
Y(2,21=1(A2**2-F2**21/DELTAl*COEF 




Y(4 1 41=1l./E31*COEF 
V( 5,51=Yl4,4l 
Y(6 1 ól=(l./D2l*COEF 
GO TO 45 
.I 
44 CONTINUE 
c PLANO ~STRATIFICADO PARALELO A XY 
Yll,l)={IA2*B3-G2**2l/OELTAl*COEF 









YI 5,51 =<lo /E3 l*COEF 
Y{6,6l =VI 5, 51 
45 CONTINUE 
DO 80 NN=l, NSEC 
YY=DSINIMM*PI*ZZINNl/COMPl 
DO 80 I =l, 6 t-' t-' 
DO 80 KK=l,6 w 
80 Y A I I , K K , N N l = YA I I , K K , N N l + Y ( I , K K l *Y Y 
DO 19 I =1,4 
DO 19 J=l,4 
CI I ,J l=CI I,J l+Y( I ,J l *SS! MG,MG,JMI 
19 C2{1,Jl=C21I,Jl+Y{l,Jl*CS(MG,MG,JMl 
DO 20 I=5,6 
DO 20 J=5,6 
:< I ,JI =CI I, Jl+YI I ,J l*CS(MG, t-'G,JMI 





DO 88 J=l,4 
88 CA=CA+EOl{Jl*PIJl 
DO 91 I=l ,6 
91 EOlll l=O. 
UT=ALFA( IMAT)*CA 
EOl 11) =UT 
E01(2l=UT 
E0113l=UT 
DO 90 N=l, NSEC 
DO 90 I =1, 6 
DEP( I ,Nl =O. 
DO 90 J=l, 6 
90 DEP( I,N)=DEP( I ,N)+YA( I,J, Nl*EOl(J l 
IF(K•25) 97,97,96 
97 DO 94 I:1,6 
DE li I l =O. 
DE21Il=O. 
DO 94 J:1,6 
DEl(Il=DEl(Il+Cll,J)*ECl(Jl 
94 DE21Il=DE21Il+C21I,Jl*E0l(Jl 
DO 95 J=l,24 
DO ·95 1=1,6 
9~ TO(Jl=TO(Jl+(Bl(l,Jl*DEl(l)+B2(I,Jl*DE2(I))*DET*W(Kl 
e 
GO TO 100 
96 DO 150 N=l,NSEC 
K5=(K•26l*NSEC+N+IIW•l)*NSEC*B+IMG•l)*NTEM•NSEC*B 
















c --- SUBROTINA FORMADORA DA MATRIZ DE RIGIDEZ DA ESTRUTURA EM BLOCOS 









~===CALCULO DA LARGURA DE FAIXA 
LF=O 
DO 192 N=l,NE 
DO 192 J2 =2 , N NO 

































I IA=LL T*LFT 
GOTO 202 
IIA=NEQT*LFT 
DO 203 LL=l,IIA 
REILLl=Oo 
NREG=IIA/1500+1 
INICIO DA MONTAGEM DA MATRIZ DE RIGIDEZ PARA TODOS OS HARMONICOS 
PCR BLOCOS, 








DO 910 ML=l,NHC,NDC 
MG=ML/(2-ISCl+(l-ISCI 








00 910 MO=ML,NHD,NDC 
MT=MD/(2-ISCl+(l-ISCI 
00 810 N=l, NE 





r,o TQ 810 
MONTAGEM DA MATRIZ OE RIGIDEZ DO ELEMENTO QUE CONTRIBUE PARA 
O BLOCO 




DO 5 J=l,NNO 
l=LISTIN,JI 





110 710 Jl=l,NNO 
NL=(llST(N,Jll•ll*NGL-(IC·ll*Nl8 
IF(Nll 710,211,211 
211 IF(NL-NLBI 212,216,216 
212 I F( (L ISTIN,Jl 1-1 l.GEoNUll NUL=LISTI N,Jll-1 




I F( Nll-ll Tl 213,213,610 
213 DO 510 KI=l,NNO 
NC=ILISTIN,Kil-ll*NGL-IIC-ll*NLB 
IFINC.LT.Ol GOTO 510 
00 210. K=l, NGL 
NCO=NC+K+l-NL 
L=(Kl-ll*NGL+K 












REIIAl=REIIAl+CRIGII 1 LI 
GO TO .210 
216 IF((ML-MDI.EOoOoORoNLB.GEoLFI GOTO 710 
DO 310 JA=l,NGL 
NL=NL+l 
I=I Jl-1 l*NG.L+JA 
DO 310 KIA=l,NNO 
NC=ILISTIN,KIAl-ll*NGL-(IC-ll*NLB 
IFINC.LT.OJ GO Tcr 310 
DO 310 KA=l,NGL 
L=IKIA-ll*NGL+KA 
IF(NC+KA+LF-NLI 310,310,217 
217 IF((NC+KAI.GTeNLBoORoNLeGTolLF+NLB-lll GOTO 310 
NLS=INC+KA-ll*NHAR+MT 











2000 FORMATl/lOX,'MONTOU ~ BLOC0 1 ,I5l 
IFINOPoEOoOI GOTO 450 
C=== MOOIFICACAO DA MATRIZ DEVIDO AS CONDICOES OE CONTORNO 
DO 410 ML=l,NHC,NDC 
MG=ML/12-JSC l+ll-ISC 1 
DO 410 MD=ML,NHD,NDC 
MT=MD/12-ISCl+ll-ISCI 
DO 260 N=l, NDP 




262 IF(NL-INLB+LF-111 263,260,260 
263 NTCA:NTC(NI 
























VERIFICACAO DA TECNICA A SER ADOTADA 
IF(DABS(REC(N,MII-OoOOOOOll 261,261 1 332 
IFIIC-11 261,261 1 334 
IFINL-LFI 286,261,261 










IFl(ML-MDleNEeOI GOTO 500 
IA=INLL-ll*LFT+NCC 
RE(IAJ=lo 














REI IA l=Oo 
IFl(ML-MDI.EQ.OI GOTO 231 






232 JJ=NR+IIC-1 l*NLB 
JJJ=IJJ-ll*NHAR+MT 
NLL=INR-ll*NHAR+MG 
NCC=fJ•l l*NHAR+I MT-MG+l l 
IA=(NLL-ll*LFT+NCC 
B(JJJl=B(JJJI-RE(IAl*RECIN,MI 
REI IA 1 =Oo 


































GO TO 236 
















SUBROUTJNE TRIGA (NN,NE,NGLN,NNPE,NUAN,LBANO,NBLOQ,NH,IIAl 









DO 300 KIK=l,NBLOQ 
LBBNU=LBANO IKJK I 
NUAAN=NUANIKIKI 
NC OE2=L BBNU /NGNH-1 
NUMAX=NUAAN+NCOE2 
DO 2 K=KIK,NBLOQ 
IFINUMAX-NUAN(KI 14,4,2 
NBAUX=K 
GO TO 5 
NBAUX=K 
NULAU=NULAN 
DO 1000 LKL=KIK,NBAUX 






I K2=1 LKL-l l *M+l 
JK2=IK2+M-l 
NLSB=INESPA-LUI+ll/M 
IA X=NE SPA• LUI +1-M*NLSB 













DO 1 LL=Kl, NUAAN 
LL2 =LL2+1 
NL2=L2•1LL2-l)*NGNH+l 





NPOSE= 11-NULAN*NGNH'"· 11 *LBBNU 








MJl =M-J +l 

























SUBROUTINE DEGA tN,NGL,NU,LB,NBL,NH,IIA,NNI 








DO 300 K=l, NBL 














ÍF ( K2s EQo JK21 LFS=LFS+IAX 
350 REAOl22'K21 (RB(Ll ,L=LIS,LFSI 
KN=NUL+l 
DO 7 l=KN,NUB 
DO 7 J=l,NGH 
NL= C l··l 1 *NGH+J 
C=BINLI 
JFICI 9,7,9 









8 I N=NP+L 

















FI NDI 22 1 K21 
13 DO 35 IB=Nl,N 




DO 34 KI=2,LBU 
























IF(K2 .. EQ.JK2l LFS=LFS+IAX 
450 READ(22'K21 (RBIJJl,JJ=LIS,LFSI 
400 CONTINUE 
Kl=l 





SUBROUTINE DETEN (ZZ,COMP,NEQ,NSEC,NHD,NP,NE,NNO,NGL,NELI 






C · DESENVOLVIMENTO DOS DESLOCAMENTOS PARCIAIS E ACUMULADOS 













DO 1 N=l,NSEC 
DO 6 I=l,6 





DO 1 NHARM=l,NHR 
NH=l2-ISCl*(NHARM-ll+l 
XX=DCOSINH*ZI 
YY =OS I NI NH* Z l 
WRITEl6,46l ZZINl,NH 
46 FORMAT(//,30X,' SECAO Z =',Fl0.2,15X,' HARMONICO NUMERO =',131 
WRITE(6,21 
2 FORMA TI //,21X,' DESLOCAMENTOS PARCIAIS 1 ,29X, 'DESLOCAMENTOS 








*DESLDCAMENTO-Z 1 ,5X, 1 DESLOCAMENT0-X',5X,'DESLOCAMENT0-Y',5X,'DESLOC 
*AMENTO~z•,//1 











14 FO RMAT 1 / /, 120 ( 1 * 1 1 1 
WRITE(6,l51 
15 FORMAT(//,38X,'T EN SOES MEDI AS ACUMULA O AS', 
*Ili 
WRITEl6,l21 
12 FORMAT(//,4X, 'NO',SX, 1 TENSA0-X' ,llX, 'TENSAO-Y 1 ,llX,' TENSAO-Z' ,llX, 
*' TENSAO-XY I t lOX t t TE NSAO-V z • t lOX, I TENSAO-ZX I t / / I 
DO 13 M=l,NE 
00 16 IK=l, NNO 
DO 16 I=l,NGL 
LP=NELIM, IK 1 
J8=3* 1 K-NGL+I 
JC = 3*LP-NG L+I 
16 VEIJBl=DHIJC,NHARMI 












50 READ(l3'K31 ((DBl<I,J,Nl,J=l,241,I=l,61 
READ(l4'K41 ( (DB3( I,J,Nl,J=l,241,I=l,61 
DO 17 Il=l,6 
17 SI G ( II l =Oe 
DO 20 KL=l,4 
00 20 LK=l,24 
20 SIG(KLl=SIG(KLl+IDBllKL,LK,Nl*YY+OB3(KL,LK,Nl*XXl*VE(LK) 
DO 25 KL=5,6 
DO 25 LK=l ,24 
25 SIG(KLl=SIG(Kll+(DBl(KL,LK,Nl*X~+DB3(KL,LK,Nl*YYl*VE(LKI 
IFINEL(M,121oGEoOI GOTO 55 
IW=IW+l 
K5=(K-ll*NSEC+N+(IW-ll*NSEC*8+1NHARM-ll*NTEM*NSEC*8 
READl15 1 K5 I IOEP(J, Nl,J=l,6) 
DO 24 JO=l,6 
24 SIGIJOl•SIG(JOI-DEP(JO,Nl*YY 
55 CONTINUE 





DO 45 I=l,NEQ 
L = 1 I- 11 /NGL + 1 
I F( PC(L,21. EOeO I PC (L ,2 l=lo 
PCII,51=PC(l,3)/PCIL,2l 
45 PC1l,6l=PCI t,41/PC(L,2) 
DO 21 t•l,NP 
Nl=3*I 
21 WRITE(6,91I,PCIN1-2,51,PCIN1-1,51,PCIN1,51,PC(Nl-2,61,PCIN1-l,61, 
*PC(Nl,6 l 
l WRITE(6,141 
RETURN. · 
END 
f.J 
w 
o 
